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DE  MfiCANlQUE 


L'Auteur  et  TEditeur  se  resenrent  le  droit  de  traduire  ou  de  faire  tra- 
duire  cet  Ouvrage  en  toutes  langues.  lis  poursuiTront,  en  yertu  des  Lois, 
Decrets  et  Traites  internationaux ,  toutes  contrefa^ons  ou  toutes  traductions 
faites  au  mepris  de  leurs  droits. 

Le  dep6t  legal  de  cet  Ouvrage  (tome  I**')  a  ete  fait  k  Paris  dans  le  mois 
de  Juin  1862,  et  toutes  les  formalites  prescrites  par  les  Traites  sont  rem  plies 
dans  les  divers  J^tats  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions 
litteraires. 


Tout  exemplaire  du  present  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci- 
dessous ,  la  griffe  de  r&diteur,  sera  repute  contrefait.  Les  mesures  neces- 
saires  seront  prists  pour  atteindre,  conform^ment  k  la  loi,  las  fabricants 
et  les  d^bitantfl  de  cet  eiemplairet.. 
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PREFACE 

DE  LA  TROISIEME  EDITION. 


Cette  nouvelle  edition,  identique  aux  precedentes 
pour  le  fond,  en  difffere  cependant  un  peu  dans  Tordrte 
des  matieres,  et  dans  Texposition  ou  la  demonstration 
des  principes  generaux  de  I'equilibre. 

Nous  plagons  toujours  la  science  de  I'equilibre  des 

^^* forces  avant  celle  du  niouvement  produit  par  leur 

-"action.  Mais,  au  lieu  d'intercaler  entre  elles  la  theorie 

\-  du    mouvement  considere    independamment  de  ses 

.   causes,   nous  I'avons  placee  tout  a  fait  en  dehors, 

conime  introduction  naturelle  a  la  science  des  forces. 

^       Cette  branche  importante  de  la'science  est  interme- 

diaire  entre  la  Geometrie  et  la  Mecanique  :  elle  ren- 

ferme  un  element  de  plus  que  la  premiere,  le  temps, 

et  un  element  de  moins  que   la  seconde,  la  force. 

II  nous  a  paru  qu'il  etait  a  propos  qu'elle  fut  placee 

dans  I'enseignement  comme  elle  Tetait  dans  I'ordre  de 

succession  des  idees. 

Dans  notre  premiere  edition,  nous  avions  fait,  au 
commencement  de  la  Statique,  une  remarque  nouvelle 
sur  les  groupes  de  forces  que  Ton  pent  supprimer 
dans  un  systeme  en  equilibre,  sans  troubler  cet  etat^ 
Cette  remarque,  dont  la  justesse  a  ete  admise  sans 
contestation,  a  inspire  a  quelques  personnes  des 
doutes  sur  rexactitude  de  demonstrations  dans  les- 
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quelles  on  ne  semblait  pas  en  tenir  assez  compte. 
Ces  doutesn'etaientpasfondes  certainement;  toutefois, 
pour  eviter  qu'ils  ne  se  reproduisent,  nous  avons  de- 
veloppe  dayantage  les  consequences  de  notre  principe, 
laissant  a  la  sagacite  du  professeur  le  soin  de  discerner 
ce  qu'il  doit  supprimer  dans  une  premiere  exposition 
de  la  stience,  et  reserver  pour  un  enseignement  plus 
approfondi. 

II  "nous  reste  encore  a  dire  quelques  mots  sur  un 
point  important,  oil  nous  n'avons  pas  cru  devoir  nous 
conformer  aux  idees  generalement  admises.  La  plupart 
des  geometres  regardent  comme  evident  que  si  des 
forces  sont  en  equilibre  sur  un  systeme  de  points, 
soumis  a  des  liaisons  qui  leur  permettent  de  prendre 
certains  mouvements,  ces  memes  forces  seraient  encore 
en  equilibre  sur  le  meme  systeme  de  points,  soumis 
a  des  liaisons  differentes  qui  permettraient  identique- 
ment  les  memes  deplacements.  Ce  principe,  qui  sert 
de  base  a  une  multitude  de  demonstrations,  et  dont 
jusqu'ici  nous  avions  nous-meme  fait  usage,  no- 
tamment  pour  etablir  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles,  nous  avait  toujours  paru  un  peu  hypothetique, 
II  y  a  meme  longtemps  que  nous  avons  cherche  a  le 
demontrer,  et  nous  y  sommes  parvenu  dans  divers 
eas,  trop  peu  generaux  pour  suffire  a  la  demonstra- 
tion du  principe  des  vitesses  virtuelles  :  nous  nous 
sommes  enfin  decide  a  ne  plus  nous  appuyer  sur  cette 
sorte  d'axiome,  qui  nous  semble  fonde  sur  une  veri- 
table confusion  de  la  Geometric  et  de  la  Mecanique. 

En  consequence,  nous  avons  change  la  demonstra- 
tion du  principe  des  vitesses  virtuelles  que  nous  avions 
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empruntee  a  Anipfere,  et  nous  en  avons  adopte  une 
qui  U'ofTre  pas  te  m^e  inconvenient,  et  n'est  autre 
chose  au  fond  que  celle  qui  se  trouve  dans  le  Traitede 
Mecanique  de  Poisson. 

Quant  au  principe  rn^me  que  nons  o'avons  pas 
voulu  admettre  a  .priori,  son  exactitude  ne  pent  pas 
etre  contestee;  car  nous  le  deduisons  a  posteriori  de 
celui  des  vitesses  virtuelles.  On  peul  done  I'employer 
sanscrainte  aprfes  la  demonstratioa  de  ce  dernier;  et 
I'etude  d'une  question  de  mecanique  sera  souvent 
rendue  plus  facile  par  la  simplification  qu'il  permeltra 
d'apporteraux  liaisons  geometriques  du  systeme. 
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D£  LA   SECONDE   EDITION. 


Cette  Douvelle  edition  ne  differe  pas  essentieilement 
de  la  premiere.  Toutefois,  la  distinction  des  matieres 
y  est  rendue  plus  sensible  par  la  division  en  iivres,  et 
en  chapitres  assez  nombreux.  Des  deveioppements 
nouveaux  ont  ete  introduits  sur  piusieurs  points  im- 
portants,  particulierement  sur  le  mouvement  reiatif 
produit  par  des  forces  donnees;  et  sur  le  mouvement 
considere  ei;i  lui-meme,  et  independamment  des 
causes  qui  le  produisent. 

Quant  a  la  marche  generate,  et  aux  divisions  prin- 
cipales,  elles  sont  restees  entierement  les  memos. 
Nous  traitons  d'abord  de  I'equilibre,  puis  du  mouve- 
ment des  systemes  de  points^  soit  rigides,  soit  variables 
de  figure;  ce  qui  constitue  la  Statique  et  la  Dynamique 
proprement  dites. 

II  nous  a  paru  qu'il  etait  convenable  de  presenter 
sans  interruption  tout  ce  qui  se  rapporte  a  la  Sta- 
tique,  afin  que  Von  saisit  mieux  la  liaison  des  diffe- 
rentes  parties.  Mais,  dans  la  pratique  de  I'enseigne- 
ment,  on  pent,  sans  inconvenient,  interrompre  la 
Statique  avant  la  demonstration  de  ses  principes  les 
plus  generaux,  et  commencer  Tetude  de  la  Dyna- 
mique;  puis  revenir  a  la  Statique  et  achever  ensuite 
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la  Djnamique  :  les  theories  de  I'equilibre  precedant 
toujours  les  correspondantes  dans  I'etude  du  mouve- 
ment.  Le  professeur  retablira  facUement  I'enchaiDe- 
ment'que  ces  interruptions  pourraient  rendre  moins 
sensible. 

.Cette  subordination  de  la  Dynamique  a  la  Statique, 
adoptee  le  plus  ordinairement  dans  I'enseigneinenl 
de  la  Mecanique  rationnelle,  n'a  point  ete  choisie  ar- 
bitrairement;  elle  tient  an  fond  m^me  des  choses,  et 
I'etude  de  I'equilibre  doit  naturellement  preceder 
celle  du  inouvement.  Qu'on  nous  permette  quelques 
reflexions  a  ce  sujet. 

Refliarquons  d'abord  que  c'est  dans  cet  ordre  que 
la  science  a  ete  forniee.  Dix-huit  siecles  separent  I'ori- 
ginede  la  Statique  de  celle  de  la  Dynamique,  c'estr^ 
dire  Archimede  de  Galilee.  Mais  cette  consideration, 
quelque  importante  qu'elle  soit,  ne  suHirait  pas  daos 
une  question  aussi  grave,  et  qui  a,  meme  en  ce  mo- 
ment, une  certaine  opportunite.  Elle  demande  a  etre 
examinee  en  ellc'-meme;  et  c'est  ce  que  nous  allons 
faire  en  peu  de  mots. 

Et  d'abord,  requiltbrQ.'est-il  simplement  une  con- 
ception de  notre  esprit.-propre  a  faciliter  I'acces  a  la 
science  dn  mouvement,  ou  bien  est-il  utile  aetudier 
en  lui-meme?  A-t-il  des  applications  importantes  et 
nombreuses  daas  la  vie  ordinaire?  Quelques  exemples 
sufSroQl  pour  rendre  li  reponse  bien  facile. 

Dans  les  relations  des  hommes  entre  eux,  la  mesure 
dcb  poids  est  aussi  necessaire  et  aussi  usuelle  que  celle 
(les  quantites  geometriques.  Or  cette  mesure  s'opere 
iiii  nioyen  de  divers  instruments  dont  Vemplui  est 
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fonde  sur  les  conditions  d'equilibre  des  forces  paral- 
leles.  C'est  meme  la  la  premiere  question  de  Statique 
dont  Archimede  ait  donne  la  solution. 

La  consideration  de  Fequilibre  se  trouve  encore 
d^ns  les  voutes  et  les  charpentes,  qui  forment  une 
partie  si  essentielle  des  edifices  de  tout  genre.  EUe  se 
trouve  dans  la  construction  des  vaisseaux,  ()es  ponts 
de  toute  espece  et  d'une  foule  d'appareils  qu'il  serait 
impossible  d'enumerer.  On  comprend  facilement  de 
quelle  importance  il  est  de  calculer  les  efforts  exer- 
ces  en  chaque  point  et  d'y  proportionner  les  re- 
sistances qui  assurent  la  solidite  de  Tensemble.  Or, 
dans  toutes  ces  questions,  il  n'y  a  que  des  conditions 
d'equilibre;  les  lois  du  mouvement  n'y  jouent  aucun 
role. 

L'equilibre  des  fluides  pr^sente  encore  des  applica- 
tions de  la  plus  grande  utilite.  Nous  nous  bornons  a 
indiquer  Tareometrie,  la  theorie  du  flottement  des 
corps  a  la  surface  des  eaux,  et  la  mesure  des  hauteurs 
par  le  barometre. 

Enfin,  les  conditions  de  Tequilibre,  dans  les  ma- 
chines de  tout  genre,  nous  offrent  des  applications 
dont  on  ne  pent  meconnaitre  Timportance.  Les  ma- 
chines sont  destinees  sans  doute  h  etre  mises  en  mou- 
vement; mais  c'est  deja  beaucoup  que  de  contiaitre 
les  relations  entre  les  forces  qui  s'y  font  equilibre.  0»» 
peut  alors  proportionner  les  differentes  parties  de  la 
machine  que  Ton  considere,  de  maniere  a  ce  que  les 
forces  dont  on  dispose  puissent  exactement  balancer 
Teffort  que  Ton  veut  vaincre.  On  sait  ainsi  quelle 
grandeur  il  faudrait  donner  a  une  force  pour  deter- 
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miner  le  mouvement  de  la  machine  dans  le  sens  ou 
elleagit;  car  il  suffirait  qu'elle  fut  superieure  a  celle 
qui  etablit  Tequilibre. 

II  est  bien  entendu  qu'o'n  tiendra  compte  de  la 
force  que  produit  le  frottement,  et  qui  entre  quelque-- 
fois  pour  beaucoup  dans  le  maintien  de  Tequilibre. 
Dans  Texposition  de  la  tbeorie,  on  suppose  d'abord 
qu'on  en  fasse  abstraction^  et  Ton  cherche  les  condi- 
tions d'equilibre  de  I'appareil  que  Ton  considere,  en 
ne  tenant  compte  que  des  liaisons  geometriques  qui 
le  definissent,  et  en  lui  supposant  appliquees  des 
forces  quelconques.  Lorsque  ensuite  on  veut  trailer 
les  machines  telles  qu'elles  sont  dans  la  pratique,  il 
suffit  de  joindre  aux  forces  donnees  celles  qui  pro- 
viennent  du  frottement,  et  meme  d'autres  resistances 
dont  nous  ne  parlous  pas  ici. 

Les  conditions  d'equilibre  conduisent  encore  a  une 
notion  de  la  plus  grande  importance  dans  la  theorie 
des  machines;  celle  de  Tegalite  entre  la  quantite  de 
travail  depensee  et  la  quantite  de  travail  produite 
lorsque  le  .mouvement  est  uniforme,  c'est-a-dire 
lorsque  les  forces  appliquees  a  la  machine  y  sont  en 
equilibre.  Le  travail  produit  se  composant  du  travail 
utile  et  de  celui  des  resistances  que  Ton  ne  pent  en- 
tiferement  eviter,  il  en  resulte  qu'une  machine  fournit 
toujours  aioins  de  travail  utile  qu'elle  n'en  consomme. 
11  manque  sans  doute  quelque  chose  a  la  demonstra- 
tion generale  de  ce  theoreme,  parce  que  le  mouvement 
ne  pent  pas  toujours  etre  rendu  uniforme,  quoiqu'on 
y  tende  le  plus  possible;  mais  les  cas  simples  oil  Ton 
pent  Tetablir,  suffisent  pour  prevenir  les  illusions  fa- 
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cheuses  que  Ton  pourrait  se  faire  sur  Tutilite  des  ma- 
chines, et  pour  bien  faire  comprendre  qu'elles  outpour 
objet  de  transformer,  mais  non  d'augmenter,  la  quan- 
tite  de  travail  qu'on  y  introduit. 

Sans  entrer  dans  de  plus  grands  developpements, 
nous  croyons  qu'on  admettra  comme  incontestable 
Tutilite  de  Tetude  de  I'equilibre,  independamment  de 
toute  application  k  celle  du  mouvement.  Ajoutons 
que  celle-ci  est  beaucoup  plus  difficile  que  la  pre- 
miere, et  qu'elle  s'y  ramene  immediatement  au  moyen 
du  principe  de  d'Alembert.  Mais  une  consideration 
plus  puissante  encore  est  celle  des  principes  sur  les- 
quels  ces  deux  sciences  sont  fondees.  Elles  dependent 
Tune  et  I'autre,  a  des  degres  difTerents,  des  lois  assi- 
gnees au  monde  materiel.  Leurs  bases  doivent  done 
etre  des  resultats  de  Tobservation,  ou  des  hypotheses. 
Or  la  science  du  mouvement  en  exige  un  plus  grand 
nombre  que  celle  de  Tequilibre;  et,  si  certaines  lois 
de  la  nature  etaient  modifiees,  la  Dynamique  serait 
entierement  changee,  tandis  que  la  Statique  resterait 
encore  ce  qu'elle  est.  Ce  serait  done  renverser  Tordre 
naturel  des  choses  que  de  prosenter  la  theorie  des  moa- 
vements  produits  par  les  forces,  avani  celle  de  leur 
equilibre.  Toute  tentative  de  ce  genre  serait,  a  nos 
yeux,  un  pas  retrograde;  et  le  succes  qu'elle  pourrait 
avoir*  ne  saurait  etre  durable. 
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INTRODUCTION. 


Avant  de  chercher  les  mouvements  prodiiits  par  des 
causes  donnees,  il  est  utile  d'etudier  le  mouvement  en  lui- 
m^me  et  independammeut  de  toute  cause.  Quand  on  con- 
nait  bien  la  nature  des  modifications  qu'il  pent  subir  et  les 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  ces  variations  peuvent 
^tre  envisagees,  il  est  plus  facile  de  reconnaitre  comment 
Faction  des  causes  est  liee  a  ces  circonstances  intimes  du 
mouvement.  Cest  separer  lesdifficultes  au  lieu  de  les  laisser 
reunies. 

Quelquefois,  dans  la  Geometric,  on  emploie  la  consi- 
deration du  mouvement  pour  la*  generation  des  grandeurs. 
Mais  le  temps  n'y  entre  reellement  pour  rien ;  il  suffit  que 
les  lignes  ou  les  surfaces  mobiles  se  trouvent  simultanement 
dans  leurs  positions  correspondanles,  quel  que  soit  le  temps 
qu'elles  mettent  h  parvenir  de  Tune  a  Tautre.  Cette  simul- 
taueite  est  la  seule  chose  importante,  et  le  mouvement  est 
du  reste  entierement  ind^termine.  Si  Ton  y  fait  entrer  le 
temps,  ce  n'est  que  comme  une  variable  independante  auxi- 
liaire,  dont  on  regarde  les  autres  comme  des  fonctions. 

Ici,  au  contraire,  on  ne  s'occupera  le  plus  souvent  que 
de  mouvements  bien  determines  dont  le  temps  sera  un  ele- 
ment essentiel,  et  ou  Ton  considerera  les  positions  des 
differents  points  du  systeme  a  chaque  instant.  Cette  ^tude 
ne  se  rapportera  done  pas  a  la  Geometric  pure,  mai9  a  une 
I.  I 
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sorte  <I'intermediaire  entre  la  G^om^tne  et  la  Mucanique, 
qui  est  la  science  g^nerale  du  mouvement  et  des  causes  qui 
le  produisenl.  Avant  de  chercher  quel  moaTement  peut 
.  £treproduit  par  des  causes  doun^Sjilfautconnaitre  in  time- 
ment  ce  qu'est  le  mouvement  en  lui-m6rae ;  et  cette  ^tude 
prealable  ne  sera  pour  nous  que  le  debuL  n^cessaire  de  la 
science  du  mouvenieQt. 

C'est  cette  ^tude,  bom^e  auz  considerations  les  plus  ^1^ 
mentaires  et  les  plus  g^erales,  qui  fera  I'objet  de  ces  pre- 
liminaires,  et  servira  d'introduction  k  la  M^anique. 
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DU  MOUVEMENT 

CONSID^RE  IND^PfNDAMMENT  DE  SES  CAUSES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Br   HODVBMBNT    d'u.-*    point. 

i .  La  notion  du  temps  «sl  uae  de  celles  qui  ne  peuveDt 
£tre  ramen^s  a  auciine  autre,  el  qui,  par  cons^uent,  ne 
sont  pas  susceptibles  de  d^finiLion.  Mais  ce  qu'il  faut  d^- 
finir  dans  ces  eort£s  de  grandeurs,  c'esl  I'^alite;  faule  de 
quoi,e]les  neseraient  pas  susceptibles  d'etre  mcsurees,  ni, 
par  suite,  soumises  au  calcul- 

Nousdirons  que  deux  intervalles  de  temps  sont  ^ganx, 
lorsque  deux  corps  identiques,  places  dans  des  circon- 
stances  identiques  au  commencement  de  chacun  de  ces  io- 
terralles,  et  soumis  aux  mSmes  actions  ct  influences  de  tome 
eap^ce,  auront  parcouru  des  espaces  identiques  k  la  tin  de 
ces  intervalles.  La  notion  de  I'^alil^  conduit  immediate- 
ment  k  celle  d'un  rapport  quelcoa<|ue. 

Le  mouvement  d'un  point  est  dit  uniforme^  lorsque  ce 
point  parcourt  des  espaces  ^aux,  en  temps  egaux,  quelque 
petits  que  soient  ces  temps. 

Lorsqu'un  mouvement  n'est  ni  uniforme,  ni  compose  de 
mouvements  uniformes  a;antdesdureesfiDies,onrappi'1|{- 
mouvement  varie. 
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2.  f^ilessc.  —  Les  tnouvements  uniformcs  ppuvcnt 
difTerer  1^  nns  des  autres  par  U's  espaces  parcourus  dans 
des  temps  ^gaux;  et  cette  consideration  donne  naissancea 
I'idde,  d'abord  un  pt-u  vague,  de  vitcsse.  Pour  introduire 
dans  le  calcul  cet  clement  indispensable,  il  est  n^cessaire 
d'en  doaner  une  definition  precise;  et  nous  appellerons 
Vitesse  d'uQ  point  dont  le  moavement  est  uniforme,  I'es- 
pace  qu'il  parcourt  dans  I'unit^  de  temps,  on,  en  d'autres 
termes,  le  rapport  Ac  I'espace  parcouru  au  temps  employe 
ii  le  parcourir  :  de  sorte  que  le  point  dont  la  vitesse  sera 
esprimee  par  le  nombre  i,  parcourra  I'uuite  dc  longueur 
dansl'unite  de  temps. 

On  voit,  d'apr^  cetie  definition,  que,  dans  un  m^me 
mouvement,  la  quantite  que  nons  appelons  vitesse  sera 
d'autant  plus  grande,  que  I'uDitd  de  temps  le  sera  davan- 
tage,  ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  I'id^e  qu'on  en  a  vulgai- 
rement ;  mais  lerapport  des  viiesses  dans  deux  mouvements 
differents  en  est  compWtement  ind^pendant  :  c'est  le  rap- 
port des  espaces  parcourus  dans  un  m^me  temps. 

On  voit  encore  que  le  nombre  qui  exprime  la  vitesse 
varie  avec  I'unitf  de  longueur ;  il  est  d'aulant  plus  grand, 
que  cette  unite  estplus  petite.  Ces  remai-ques  sur  I'influence 
des  diverses  unites  soiit  iudispen sables  pour  reconnaitre 
Vhomogeneile  des  fonnules  de  la  Dynamique. 

Remarque.  —  Si  Ton  voulait  admettre,  a  priori,  la  no- 
tion de  vitesse  et  n'en  pas  doonerde  definition,  il  faudrait, 
comme  nous  ravonsremarquedansd'autres  circon stances, 
defiuir  Tegalil^  de  ces  sorles  dc  quantites.  On  dirait  alors 
que  les  vitesses,  dans  deux  mouvements  uniformcs,  sont 
^gales  lorsque  les  espaces  parcourus  dans  le  m^me  temps 
sont  egaux.  On  definirait  I'addition  des  vitesses  par  celle 
des  espaces  parcourus  dans  un  meme  lemps.  De  la  r^ulte- 
rail  que  le  rapport  de  deux  viiesses  est  celui  de  ces  espaces, 
el  que,  par  consequent,  la  vitesse  d'un  point  est  mesuree 


iNTaoDvcTionr.  5 

par  Tespace  qu  il  parcourt  dans  Tunite  de  temps,  en  pre- 
nant  pour  unite  la  vitesse  du  point  qui,  dans  Tunite  de 
temps,  parcourt  Tunite  de  longueur. 

3,  Dans  le  mouvement  varie,  on  ne  peut  plus  appeler 
ifitesse  a  un  instant  quelconque,  I'espace  parconm  pendant 
Funit^  de  temps,  a  partir  de  cet  instant,  parce  qu'alors  la 
Vitesse  du  mobile  d^pendrait  des  variations  plus  ou  moins 
irr^guliires  que  subiraiile  mouvement  au  dela  de  I'^poque 
dont  il  s*agit  :  et  cette  consideration  ne  serait  d'aucun  in- 
lerAt. 

C'est  ainsi  que,  dans  la  theorie  des  courbes,  on  a  pu 
prendre  pour  mesure  de  la  courbure  du  cercle,  en  un  quel- 
conque  de  ses  points,  celle  d'un  arc  ^gal  a  Tunit^;  mais 
pour  une  ligne  ou  la  courbure  n'est  pas  proportiounelle  a 
la  longueur  de  Tare,  il  n'a  pas  et^  possible  de  mesurer  la 
courbure  en  un  point  par  celle  d^un  arc  egal  a  Funite,  com- 
men^ant  en  ce  point. 

On  fera  des  remarques  semblables  pour  le  poids 
specidque  en  un  point  d'une  substance  non  homog&ne; 
pour  la  temperature  en  un  point  d'un  corps  inegalement 
echauffe,  etc. 

Dans  tons  les  cas  de  ce  genre  on  procede  de  la  meme 
mani^re  pour  obtenir  une  definition  precise  et  utile. 

Soit  M  (fig^  i)  la  position  qu'occupe,  a  un  certain  in- 
stant, un  point  qui  decrit  d^un  mouvement  varie  une  ligne 
de  nature  quelconque.  Apris  un  certain  temps  9«  il  sera 
parvenu  en  un  autre  point  N,  et  le  rapport  de  Tespace  par- 

couru  au  temps,  ou— r->  expnmeralavitessemoyenneavec 

laquelle  cet  arc  a  ^t^  decrit^  c*est-a-dire  que  ce  serait  I'es- 
pace parcouru  pendant  Funite  de  temps,  en  supposant  le 
mouvement  uniforme,  et  tel,  que  Fare  MN  fut  parcouru 
pendant  le  temps  9.  Si  maintenant  on  suppose  que  0  dimi- 
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nue  indefimmeut,  lavitesse  moycnne  -—  variera  en  mSnie 

temps,  et  tendra  vers  une  limite  detenuitiee ;  et  c'est  cette 
limite  que  nous  appellerons  la  vitease  du  mobile  au  poiut  M ■ 

Ainsi,  pour  employer  le  langage  re^adansle  calculinfi- 
nit^itpal,  on  appelle  vJtesse  d'uu  mobile,  k  un  instant 
donn^,  la  vitesse  moyenne  avec  laquellc  il  decrit  un  arc 
infiniment  petit,  k  partir  de  eel  instant. 

Si  I'oD  d^stgne  par  t  le  temps,  et  par  s  la  longueur  des 
arcs  dela  ligoedecrite,  a  partir  d'uneoriginearbittairc,  la 

,.     .       ,  MN     ,  ,  dt    ..     .,      , 

limite  du  rapport  — -  n  est  autre  chose  que  — •  Ainsi  la  Vi- 
tesse en  un  point  quelconque  du  mouvement  est  exprimee 
par  la  premiere  d^riv^  dc  I'espace  parcouru,  par  rapport 
au  temps. 

4.  II  est  bon  de  rcmarquer  que  Tare  decrit  dans  un 
temps  inliniment  petit  peut  fitre  considere  comme  le  pro- 
duit  de  ce  temps  par  la  Vitesse  (fu  mobile  au  commencement 
de  ce  petit  intcrvalle.  Car  cet  arc  serait  rigoureusement  le 
produit  de  ce  temps  par  la  vitesse  moyenne  relative  a  cet 
intervalle^  et  cette  vitesse  moyenne  difftre  d'une  quantite 
inliniment  petite  de  ce  que  nous  avoos  appele  vitesse  au 
commencement  de  rintcrvalle.  11  est  evident  que  Ton  pour- 
rait  encore  prendre  la  vitesse  a  une  ^p(ii]ue  quelconque  du 
m£me  iuiervalle.  Le  resultat  atnsi  obtenune  differeraja- 
.  mais  de  celui  que  I'on  cherche  q«e  d'une  quantite  infini- 
meut  petite  par  lapport  a  Iui-m6me,  et  pourra  par  con- 
sequent lui  6lre  substitue  toutes  les  fois  que  I'on  n'aura  a 
consid^rer  que  des  liinites  de  rapports  oude  sommes, 

Ainsi,  par  cxemple,  I'espace  parcouru  dans  un  temps 
fini  sera  la  limite  de  la  somme  des  produits  des  elements 
infiniment  petits  de  ce  temps,  par  Ics  vitesses  corrcspon- 
dantes  aux  commencements  de  ces  elements.  La  vitesso 
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telle  que  nous  venous  de  la  defiuir,  joue  done  le  mime 
rdle  dans  le  mouvemeut  yari^,  que  la  vitesse  premiirement 
d^finie,  dans  le  mouvemeut  uniforme,  pourvu  que  Ton  ne 
consider^  que  des  temps  infiniment  petits ;  et  c'est  k  cause 
de  cette  analogie  quMl  ^tait  convenable  de  lui  donner  le 
nn^me  nom. 

S*  Equation  Juue  du  moui^ment  uniforme.  —  Xe 
mouvemeut  uniforme  d'uo  point  sur  une  ligne  ind^finie, 
droite  on  courbe,  pent  itre  repr^sent^  par  une  equation  du 
premier  degre  entre  le  temps  et  la  distance,  comptee  sur 
cette  ligne. 

Designous  par  t  le  temps  compt^  a  partir  d'une  ^poque 
determinee,  par  x  la  distance  du  point  mobile  M  k  une  ori- 
gine  fixe  O,  prise  sur  la  ligne  indefinie  X'X  que  ce  point 
parcourt;  par  a  la  distance  OA  de  Torigine  an  point  ou  se 
trouve  le  mobile  lorsque  t=  o\  enfin  par  i^sa  vitesse,  ou 
Tespace  constant  qull  parcourt  dans  Funite  de  temps. 

Gela  pos^,  nous  nous,  proposons  de  trouver  une  equa- 
tion au  moyen  de  laquelle  on  puisse  connaitre  la  position 
du  point  mobile,  a  une  epoque  quelconque,  c'est-a-dire 
une  Equation  entre  x  et  f . 

Or  le  mobile  parcourant  un  espace  u  dans  Tunite  de 
temps,  parcourra  \^t  dans  le  temps  quelconque  t ;  et  par 
consequent,  si  Ton  suppose  d^abord  que  la  direction  du 
mouvemeut  soit  celle  des  x  positifs  OX,  a  un  instant  quel- 
conque on  aura 

X  Qla  etant  des  quantites  positives  ou  n^gtilives,  suivaut  la 
position  des  points  A  et  M  par  rapport  a  Torigine  ;  p  etant 
un  nombre  absolu,  et  t  un  norabre  positif  correspoudaut 
aux  diffe rentes  epoques  posterieures  a  celle  qui  sert  d'ori- 
gine  au  temps. 
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On  aperfoU  imm^iatement  qu'il  est  inutile  d^employer 
une  equation  distincte  de  la  precedente,  pour  representer 
les  positions  du  mobile  qui  correspondent  aux  ^poques 
anterieures  a  eette  ori^ne ;  et  qu'il  sufHt  de  donper  a  t  des 
valeurs  negatives  dans  Tequation  ci^dessus. 

Enfin,  on  pent  renfermer  dans  cette  m^me  Equation  les 
mouvements  uniformes,  dont  la  direction  est  opposee  a 
ceile  des  x  positifs  \  et  Ton  reconnait  aisement  qu'il  sufiSt 
de  supposer  que  i^  ne  repr^sente  pas  seulement  le  nombre 
d'unit^s  de  longueur  parcourues  dans  Tunit^  de  temps, 
mais  ce  nombre  aflecte  impllcitement  du  signe  t— .  De  cett^ 
mani^re,  I'equation  gen^rale 

(l)  .r  =  «H-p/ 

pent  representer  tous  les  mouvements  uniformes,  rappor- 
tes  a  des  origines  quelconques  des  temps  et  des  distances, 
et  pour  une  direction  quelconque  du  mouvement  par  rap- 
port a  celle  des  x  positifs, 

IjCs  quatre  quantiles  x^  «,  v^  t  peuvent  done  fetre  irapli- 
citement  negatives,  et  nous  venons  de  determiner  dans 
quelles  circonsiances  elles  devaient  eire  considerees  comme 
lelles.  Cette  mani^re  de  les  envisager  est,  comme  nous 
I'avons  dit,  indispensable  pour  que  tous  lescas  soient  ren- 
fermes  dans  une  seule  equation  \  ce  qui  est  de  la  plus  haute 
importance,  comme  on  le  sait,  dans  tqutes  les  formulcs 
^lg4briques. 

Cette  equation  (i)  pent  douner  lieu  a  diverses  questions 
simples,  que  I'on  traite  ordinairement  dans  les  cours  ele- 
mentaires  d'algebre,  et  dont  nqus  ne  nous  occuperons 
pas  ici . 

6.  Equation  differentielle  du  mouvement  uniforme, 
—  Nous  avons  vu  que,  dans  un  mouvement  quelconque, 

ds 
la  Vitesse  elait  mesur^e  par  —9  s  dosignant  Tespace  parr 


INTRODUCTION.  9 

couru^  cette  expression  devient,  dans  le  cas  actuel,  —  9  in- 

dependamment  de  toute  consideration  de  signe. 

Or,  si  nous  prenons  t  pour  variable  independaiite,  et, 

par  suite,  dt  positif,  —  sera  positif  si  le  uiouvemeut  a  lieu 

dans  le  sens  des  x  positifs,  et  negatif  dans  le  cas  contraire. 

iLx 
Si  .done  nous  posons  i*  =  — »  c'est  dire  que  nous  entendons 

par  i^  une  quaiilite  positive  ou  negative,  suivant  que  le 
mouvement  a  lieu  dans  le  seiis  des  x  positifs  ou  negatifs; 
du  reste,  les  origines  des  temps  et  des  abscisses  n'y  entreut 
pour  rien,  et  le  mouvement  pent  6tre  varie  d'une  maniere 
arbitraire.  Ainsi,  pour  avoir  une  equation  qui  renferme 
tous  les  mouvements  uniform es,  il  suffira  dc  poser 

V  dx 

i*  designant  une  quantite  constante,  positive  ou  nega- 
tive. 

Cette  equation  se  deduirait  de  ( i)  par  la  difierenliation, 
comme,  reciproquement^  on  en  deduirait  la  premiere  par 
une  integration  9  qui  introduirait  une  constante  arbi- 
traire a. 

7.  Moui^ement  uniformement  varie,  —  Apris  le  mou- 
vement uniforme,  le  plus  simple  est  celui  ou  la  vitesse,  au 
lieu  d^^tre  constante,  varie  uniformement,  c'est-a-dire  dc 
telle  sorte  que  ses  accroissements  soient  proportionnels  a 
ceux  du  temps.  Ce  mouvement,  qui  servira  de  terme  de 
cpmpai^isou  aux  mouvements  varies  plus  compiiques,  me- 
rite  qu^on  en  disc  ici  quelques  mots,  et  c'est  par  lui  que 
nous  terminerons  ces  exemples  simples. 

La  condition  que  la  vitesse  i^  ait  ses  accroissements  pro- 
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portionnels  a  ceux  du  temps,  entraine  cette  autre  condition 

4    que  sa  derivee  ^  soit  constante;   et  reciproquement.  Eln 

design  ant  done  par  a  une  constantequelconque,  positive  ou 
negative,  Tequation  generale  qui  renfermera  tons  les  mou- 
vements  uniformement  varies,  sera 

dp  d^x  dx 

on  deduit  de  la,  en  integrant , 

dx 
(i)  u  z=  ai  -i-  b  =  -J-, 

equation  qu  on  auraitpu  obtenir  immediatement :  en  Tin- 
t^grant  de  nouveau,  il  vieut 

(2)  j?  = ho^-+-c, 

'  2 

b  etc  d^signant  deux  constantes  arbitraires. 

Les  accroissements  de  la  vitesse  sont  positifs  ou  negatifs 
en  m^me  temps  que  <z,  qui  est  Vaccroissement  de  la  vitesse, 
dans  un  temps  quelconque,  divise  par  ce  temps  ^  ou  Tac- 
oroissement  de  la  vitesse  dans  Tunite  de  temps. 

On  donne  a  eelte  quantite  le  nom  particulier  d'acce/era- 
tion.  En  entendant  que  cette  acceleration  peut^tre  positive 
ou  negative,  comme  nous  Tavons  dit,  le  mouvement  pent 
^tre  dit  uTz^/brme/Tie/if  acce/ere^etcettedenomination  n'eu- 
traine  pas  I'idee  d'une  vitesse  croissanle  plut6t  que  decrois- 
sante. 

Les  equations  (1)  et  (2)  dans  lesquellesa,  &,  c  peuvent 
avoir  des  signes  quelconques,  donnentlieu  a  divers  probl^- 
mes  d'algebre  elementaire,  dont  la  discussion  n'offre  au- 
cune  diflQculte,  et  dans  le  detail  desquds  nous  ne  pouvons 
enirer  ici. 
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Du  mouuement  rectiligne  varii  en  g^n^rai. 

m 

8.  Dans  ce  qui  precMe,  nous  avons  suppose  que  le  point 
se  mouvait  sur  une  ligne  quelconque.  Mais  maintenant 
que  nous  allons  fairc  une  etude  plus  approfondie  da  mou- 
vementy  nous  supposerohs  d^abord,  pour  ne  pas  reunir 
toutes  les  difficultes,  qu'il  s'effectue  surjine  ligne  droite. 

La  notion  d^ acceleration  que  nous  venons  de  donner 
dans  le  mouvement  uniformement  accelere,  peut  recevoir 
une  extension  analogue  a  celle  que  nous  avons  donnee  a  la 
vitesse. 

En  e(Tet,  designons  par  Av  Taccroissenieut  de  vitesse 
que  prend  le  point,  a  partir  d'un  instant  quelconque,  lors- 
que  le  temps  croit  de  A/,  et  imaginons  un  mouvement  uni- 
formement accelere  dans  lequel  la  vitesse  serait  la  m^me 
que  celle  du  mobile  an  premier  instant,  et  qui  aurait  une 
acceleration  telle,  que  la  vitesse  croi trait  de  m6me  de  Av 
dans  le  temps  At'^  cette  acceleration  moyenne  sera  mesu- 

ree ,  d'apres  ce  qui  precede,  par  — »  et  tendra  vers  une 

certaine  limite  a  mesure  que  At  tendra  vers  zero. 

Cette  limite  est  ce  que  Ton  appelle  r acceleration  ^dans 
le  mouvement  propose,  a  Tinstant  que  Ton  consid^re.  Son 
expression  est 


dp 

d'x 

__ 

ou 

di 

di^ 

Et  il  est  facile  de  voirqu'ellejouera  le  m&me  r6le  dans  le 
mouvement  varie  en  general  que  dans  le  mouvement  uni- 
formement accelere,  pourvu  que  Ton  ncconsid^re  que  des 
intervalles  infinimentpetils.  En  eflTet,  si  At  est  infiniment 
petit,  on  aura 

Ap        dv 
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E  etaiit  aussi  inGQiraent  petit,  et,  par  consequent, 


Done,  I'accroissemeQt  Ai'  de  la  vitessc  nc  diff^re  de 

—  At  que  d'uue  quantity  infiniment  petite  par  rapport  a 

Ac,  et  qui  pourra  Aire  negligee  touteslesfois  qu'onnecon- 
siderera  que  des  liinites  de  sonimes  oa  de  rapports.  Done, 
dans  tons  lea  cas  de  ce  genre,  I'accroissement  iafiniment 
petit  de  vitesse  ponrra  6tre  calcule  commc  si  le  mouve- 
mcnt  ^lait  uniform^ineol  accel^re,  et  que  I'acc^leralion  de 
ce  mouvement  fut  egale  a  ce  que  nous  avoas  appele  I'acce- 
leration  dans  Ic  mouvement  varie  en  question. 

Jtemarque.  —  II  est  bon  de  remarquer  que  nous  avons 
consider^  de  deux  mani^res  fort  dtflereniea  un  mouvement 
varie  quel conque,  commelimite  de  mouvements  successifs 
de  durees  infiniment  petiies.  Dans  un  cas,  ces  mouvements 
elementaires  sont  uniformes,  dans  1'autre  ils  sent  uuifor- 
miiment  acceleres. 

Les  premiers  ont,  a  I'irislant  commun,  le  mime  —  que 

le  propose,  eu  d'auircs  termcs,  la  m6me  vitesse;  les  seconds, 

le  mfime  -r-  et  le  mfeme  — ;— i  c'est-a-dire  mime  vitesse  et 
di  dt' 

fa^nie  acceleration.  Les  premiers  ont,  s'il  est  permis  dc 

s'exprimer  ainsi,  un  contact  du  premier  ordre  avec  le  pro* 

pos^i  1«^  seconds,  un  contact  du  second  ordre.  Mais  aussi 

on  lie  peul,  meme  dans  un  temps  infiniment  petit,  rem- 

placer  le  propos^  paries  mouvements  elementaires  du  pre- 

Iculer  les  accroissemenls  d'espace; 


tandis  qu'on  peul  employer  les  aulres  pour  le 
laciToissement  de  la  vilcjse. 

slcul   i^ 

■ 

' 
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Moiivement  curvUigne  dun  point, 

9.  Direction  de  la  vitesse.  —  La  definition  que  nous 
avons  donnee  de  la  grandeur  de  la  viiesse  est  independante 
de  ]a  ligne  que  d^crit  le  mobile,  et  que  Ton  Domme  ordi- 
nairement  sa  trajectoire.  Mais  quand  le  mouvement  est 
curviligne,  il  y  a  une  consideration  dc  plus  a  introduire, 
celle  de  la  direction.  Dans  le  mouvemenl  rectiligne,  la 
droite  qui  joint  une  position  du  mobile  avec  une  autre  in^ 
finiment  voisine,  a  toujours  une  m^me  direction,  celle  de 
la  droite  qu'il  decrit,  etqu'on  nomme  la  direction  du  mou- 
vement. Dans  le  mouvement  curviligne,  la  droite  qui  joint 
une  position  determinee  a  celle  qu'il  a,  apres  un  temps 
infiniment  petit,  varie  a  mesure  que  Tintervalle  diminue, 
et  tend  vers  une  limite  que  Ton  appelle  quelquefois  la 
direction  du  moui^ement  a  Finstant  considere,  et  que  nous 
nommerons  speclalcment  direction  de  la  vitesse  k  cet 
instant.  Elle  se  confond  evidemment  avec  la  tangente  a  la 
irajectoire  au  point  que  Ton  consid^re,  prise  dans  le  sens 
du  mouvement. 

Les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  trois  axesd'un 
systeme  de  cooi'donnces  reclangulaires,  seront  done,  en 
grandeur  et  en  signes, 

d.T       dy       dz 
ds        ds         ds 

en  considerant  ds  comme  la  valeur  absolue  de  relemcnt  de 
Tare,  et  rfx,  dj^  dz  comme  les  accroissements  positifs  ou 
negatifs  des  coordonnees  x^y^  z  du  mobile  dans  le  temps 
itifiniment  petit  dt. 

iO.  Composition  et  decomposition  des  vitesses.  —  Lors- 
que,  pour  aller  d'un  point  A  a  uu  autre  point  quelconque 
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B,  on  suit  le  contour  AMNPQB  (fig-  2)  d'un  polygone 
plan  ou  gauche  d*un  nombre  quelconque  de  c6tes,  au  lieu 
de  suivre  la  droite  AB,  nous  donnerons  a  cette  demi^re, 
consideree  tant  dans  sa  grandeur  que  dans  sa  direction,  le 
nom  de  resultante  des  autres,  cousider^es  de  m^me;  et 
reciproquement  les  c6tes  AM,  MN, . .  •  ,QB,  consid^r^  en 
grandeur  et  en  direction,  se  nommeront  les  lignes  compo- 
sanies  ou  simplement  les  composantes  de  AB.  Ceite  de- 
nomination permettra  d'abreger  le  discours,  et  se  trouve 
nalurellement  indiquee  par  F analogic  de  cette  construction 
avec  d'autres  pour  lesquelles  elle  estdepuis  longtemps  con- 
sacr^e.  Quelques  geomilres  ont  propose  de  donuer  le  nom 
de  somme  a  ce  que  nous  appelons  ici  resultante ;   pour 
nous,  nous  r^serverons  exclusivement  cette  denomination 
de  somme,  au  point  de  vue  le  plus  g^n^ral,  au  cas  de  ligiies 
portees  a  la  suite  les  unes  des  autres  sur  une  m6me  droite 
indefinie,  les  unes  dans  un  sens,  les  autres  en  sens  con- 
traire;   ces  deux  sens  correspondant  dans  la  sommation 
alg^brique  a  des  signes  difftrents. 

C'est  dans  Ic  m^me  sens  que  nous  entendrons  la  com- 
position et  la  decomposition  des  vitesses.  Ainsi,  pour  avoir 
les  composantes  d'une  vilesse  donnee,  suivant  trois  direc- 
tions donnees,  nous  construirons  sur  la  droite  qui  la  repr^ 
sente  en  grandeur  et  en  direction,  un  para  11^1  ipipeHe  dont 
elle  soit  la  diagonale,  et  dont  les  trois  c6tes  soient  dans  les 
directions  choisies  pour  les  composantes.  Ce  serait  Tin- 
verse  pour  la  composition  de  trois  vitesses;  et  quel  que  soit 
le  nombre  des  composantes  donnees  ou  cherch^es,  on  en- 
tendra  toujours  qu'il  y  a  les  m^mes  constructions  a  faire 
que  s'il  s'agissait  de  composer  ou  decomposer  des  droites 
formant  les  c6tes  successifs  d'un  polygone.   Si  Tune  des 
composantes  elant  parallMe  a  une  direction  donnee,  toutes 
les  autres  lui  sont  perpendiculaires,  cette  composante  est  ce 
qu'on  appclle  la  vitesse  estimee  suivant  cette  direction.  Ce 


!• 
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n'est  autre  chose  que  la  projection  de  la  yittste  sur  cette 
direction.  Nous  verrons  par  Tusage  Tutilite  que  ces  trans* 
formations  peuvent  avoir.  Mais  jusqu'ici  il  ne  faut  alta- 
cher  a  ces  denominations  de  composantes  et  resultantes  de 
vitesses,  que  le  sens  precis  qui  resulte  de  nos  deGnitions. 

1 1 .  Composantes  de  layitesse  parallelement  aux  axes, 
—  Si  Ton  suppose  les  axes  rectangulaires,  ces  composantes 
ne  seront  autre  chose  que  les  projections  de  la  vitesse  sur 
les  axes.  En  prenant  la  vitesse  en  valeur  absolue,  et  sa  di- 
rection comme  nous  en  sommes  convenus,  il  faudra  faire 
1  J    ,      ,     ds  .  dx     dy     dz 

les  produits  de  —  respeciivement  par  x"*  T''  T  '  ^®  ^^ 
donnera  pour  les  composantes  de  la  vitesse 

dx        dy       dz 

di'     Tt'    d~r 

elles  seront  positives  ou  negatives,  suivant  que  la  direction 
de  la  vitesse  fera  avec  les  axes  des  angles  aigus  ou  obtus. 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  ces  expressions  subsistent 
encore  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

En  effet,  soient  M  une  position  quelconque  du  point,  et 
M'  celle  qu'il  occupe  apres  un  temps  tris-petit;  Ax,  Ay, 
Az  les  accroissements  des  coordonnees  de  M  :  le  paralleli- 
pipide  dont  les  aretes  sont  A  or,  Aj^,  Az,  et  la  diagonalc 
MM',  tend  a  devenir  semblable  a  un  parallelipipede  qui 
aurait  les  aretes  paralleles  anx  axes,  et  sa  diagonale  suivant 
la  tangente.  Or  ce  dernier  est  semblable  a  celui  dont  la  dia- 
gonale et  les  aretes  seraient  la  vitesse  et  ses  composantes  : 
done  les  rapports  de  celles-ci  a  la  vitesse  sont  les  limites 

des  rapports 

ix  Aj  Az 

MRp'     MM/'     mSF' 

ou 

d.T        dy       dz 

ds        ds  '      ds 
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Les  mullipliant  par  la  vitesse  -r- ,  on  relrouve  pour  [es  rom- 

posatiles  les  expressions  precedentes 

dx        dy        dz 
dl'       dl^      dt' 

On  peul  remarquer  que  -j--  est  la  vilesse  d'un  point  qui  se 

inouvrait  sur  I'axe  des  x,  en  ayanl  toujours  la  m^me  ab- 
scisse  que  le  point  dans  Tespace ;  et  il  en  ser<iit  de  m^me 
pour  les  deux  autres  couiposanles.  D'ou  I'on  voit  que  les 
composan tes  de  la  vitesse  d'un  mobile  son t  les  viiesses  de 
ses  projections  reclangulaires,  ou  obliques,  sur  les  trois 
axes  de  coordonnees. 

12.  Deviation.  —  Consid^rons  un  point  anime  d'un 
inouvemeDt  vari^  quclconque,  et  k  uu  inslant  quelconque 
menons  la  tangente  k  sa  trajectoire  au  point  M  ou  il  se 
trouve  [Jig-  3),  Concevons  ensuite  qu'a  cet  instant  uu 
second  mobile  commence  a  se  mouvoir  sur  la  tangente  avec 
la  vitesse  qu'a  le  premier  en  M  ^  et  soient  M',  N  les  positions 
simultanees  de  ces  deux  points  apres  un  temps  quelconque : 
la  droite  NM'  indique  de  combieu  le  mobile  a  ete  derange 
de  la  position  qu'il  aurait  eue,  si  sa  vitesse  etait  restee  con* 
stante  en  grandeur  et  en  direction;  la  eoasideration  de 
cette  ligne  est  tr^s-imporlante  dans  I'etude  du  mouvement, 
principalement  lorsque  I'intervalle  de  temps  ecoule  entre 
les  positions  M,  M'  est  infiniment  petit.  Nous  lui  donnc- 
rons  ie  nom  particulier  de  deviation.  Elle  pourra  fitre  en- 
visagce  sous  le  rapport,  lant  de  la  grandeur  que  de  la  direc- 
tion qui  sera  loujours  eslimee  de  N  vers  M'.  Elle  sera,  par 
consequent,  ontierement  determinee  quand  on  eonnaitra 
en  grandeur  et  en  signe  ses  trois  composanles  paralleles  aux 
axes.  C'est  le  calcul  que  nous  allons  faire,  en  siipposant  que 
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le  Qiouvement  soil  doune,  c  est-a-dire  que  les  coordonnees 
Xy  y^  z  du  mobile  soicnt  des  foncllons  conuues  du  temps  t. 

13.  Composantes  de  la  deuiation  suii^ant  les  axes.  — 
Soil  0  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  ^  les  coordon- 
nees de  N  siir  la  tangentc  seront,  apres  ce  temps, 

dj:  ^  dy  ^  dz 

•^-^^«'    ^+i«'    '^7i'- 

Celles  du  point  M'  sur  la  trajectoire  seront,  en  les  deve- 
loppant  par  la  formule  de  Taylor,  ct  repr^sentant  par  £, 
c',  e^'y  des  quantites  infiniraeni  petites,  ^'  -r'  •  '-«■•      '    • -^  '>'■*    ^-'^ 

dx^        fd^x         \    0'  ^       ^' 


dt  \dt'  /    2 


( 


dy  Id'^y         \   ©^  r    -     ^    1 4^ 


r  4-  ^  0  H-     -^  -H  £ 


\dO  /a 


dt  \dO  I  -}.  •}    -^    ■'    -*^) 


En  retranchant  les  coordonnees  de  N  de  celles  de  M',  on 
aura  en  grandeurs  et  en  signes  les  composantes  de  la  de- 
viation NM' j  leurs  valeurs  sont 

Ces  expressions  penvent  6tre  simplifiees  lorsque  0  est 
infiniment  petit;  car  on  pent  alors  negliger  le  second  terme 
qui  est  infiniment  petit^  par  rapport  au  premier  :  elles  se 
reduisent  a 

d^x  0'        d^y  9'        r/'z  9' 
^.  dt^    2  '       dt'    2  '        dt'   1  ' 

el  la  deviation  ellc-meme  devient,  en  supposant  les  axes 
I.  2 


/ 
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rcctangulaircs, 


14.  Direction  de  la  desolation .  —  On  appelle  direction 
de  la  deviation  en  un  point  quelconque  M,  la  limite  vers 
laquelle  tend  la  direction  NM'  a  mesure  que  M'  lend  vers 
M.  Les  cosinus  dcs  angles  de  NM'.  avec  les  axes  rectangu- 
laires,  ^tant  toujours  proportionnels  aux  composantes  de 
NM',  et  respectivement  de  m^mes  signes,  il  s'ensuit  que  la 
direction  de  la  deviation  au  point  M  fait  avec  ies  axes,  des 
angles  dont  les  cosinus  peuvent  ^tre  repr^sentes  propor- 
tion nellement,  en   grandeurs  et  en  signes,  par  les  trois 

quantites  -    -^         '  .  V     "  -  J" 

d^x       d-y       d^z     '' "       '  ^ 


*  /         / 


9      — 7~r^ 


df         df         d^ 

Leurs  valeurs  mcme  s'obtiendraient  en  divisant  ces  quan- 
tites par 

I  id^xY      fd^rV      Id^zy 

Si  le  mouvement  avait  lieu  suivant  une  ligne  droite,  la 
deviation  serait  evidemment  dirigee  suivant  cettc  meme 

droite 5  et,  en  effet,  dans  ce  cas,  les  quantites  —j-r^  — 7-? 

r/'a  .  11       .   d.T    dy    dt 

—r-  sont  proportiounelles  a  --->  ~»  -r— 
de^  '^     ^  lit     dt     dt 

15.  Acceleration  dans  le  mom^ement  dev^iatoire,  — 
Nous  avons  vu  qu'en  negHgeant  les  quantites  d'un  ordre 
superieur  au  second,  par  rapport  a  9,  et,  par  consequent, 
infininient  pelites  par  rapport  a  la  deviation  NM',  la  va- 
lour de  ceite  derniere  ^tait 

™' =1  \iWMShm- 
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Elle  croil  done  comme  Tespace  parconru  d'un  mouvemeDt 
uniformemeBt  accelere  par  un  mobile  parUnt  du  repos, 
racceleralion  etant  egale  a 

Aiiisi,  en  se  repr^sentant  la  deyiation  comme  d^crite  par 
le  mouvement  d'un  point,  et  bornant  Tapproximation  aux 
quantites  du  second  ordre,  qui  suffisent  pour  le  calcul  des 
accroissements  infiniment  pedis  de  viiesse,  on  peut  dire 
que  le  mouvement  deviatoire  est  uniformement  accelere; 
et  dans  ce  mouvement  Tacceleralion  a  pour  valeur 


En  multipliant  cette  expression  par  les  cosinus  des  angles 
formes  avec  les  axes  par  la  direction  de  la  deviation,  et 
calcules  ci-dessus,  on  trouvera  pour  les  compibsantes  de 
cette  acceleration,  en  grandeurs  et  en  signes,  les  trois 
expressions 

d^x       d^y^      d^z 

IF'      "^^     "5?" 

Remarque.  —  II  faut  bien  remarquer  que  cetle  accele- 
ration est  celle  du  mouvement  deviatoire,  au  moyen  du- 
quel  on  regarde  la  deviation  comme  decrite,  et  non  pas 
du  mouvement  lui-m^me  sur  la  trajectoire.  Ce  serait  trop 
detourner  les  mots  de  leursens  naturel.Nous  avons  d'abord 
appele  acceleration  ,  Taccroissement  de  la  vitess^  dans 
Tunite  de  temps,  cet  accroissement  ayant  lieu  uniforme- 
ment •  nous  avons  ensuite  ^tendu  cette  definition  au  cas 
d'une  variation  quelconque,  par  la  consideration  des  infi- 
niment petits  :  il  n*est  pas  possible  dialler  plus  loin  sans 
denaturer  cette  notion.  Si  donconconsideraitTacceleration 

2. 
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dans  un  mouvementcurviligne  vari^,il  serait  naturel  d'eii- 
tendre  par  \k  raccroissement  de  vitesse  rapporie  a  Tunit^ 

de  temps,  ou  y  9  ce  qui  ne  serait  nuUement  Tacceleration 

du  mouvement  deviatoire  que  nous  venons  de  calculer. 
C'est  pourquoi  nous  ne  designerons  jamais  cette  derniere 
sous  le  nom  d' acceleration  du  mouvement  sur  la  trajec- 
toire. 

1 6.  Composanies  de  la  dMadon  suwant  la  tangente  et 
la  normale,  —  Nous  avons  vu  que  les  composantes  de  la 
deviation  suivant  les  axes  avaient  pour  expressions,  en  ne- 
gligeant  les  quan tiles  infiniment  petites  par  rapport  k  ces 
composantes, 

2    di*^      T  ^dF^     T^ ' 

Soient  NM'  la  deviation,  M'P  la  perpendiculaire  abais- 
see  de  M'  sur  la  tangente  en  M5  NP  et  PM'  seront,  d'apris 
notre  definition,  les  composantes  de  NM'  suiyant  la  tan- 
gente et  la  direction  PM'. 

La  composanle  tangentietle  NP  s'oBtiendra,  en  grandeur 
et  en  signe,  en  projetant  sur  la  tangente  les  trois  compo- 
santes de  NM' suivant  les  axes.  En  supposant  toujours  les 
axes  rectangul aires,  les  cosinus  des  angles  que  forme  ay ec 
eux  la  direction  de  la  tangente  prise  dans  le  sens  du  mou- 
vement, sont 

d.r        dy         dz 
{Is        ds         ds^ 

d'ou  il  suit  que  la  composantc  langentielle  de  la  deviation 
aura  pour  valeur 

©'     dxd^x  -}-  drd\r  -4-  dzd^z 
2  d^dt^ 


J^ 
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Mais  de  I'equation 

OQ  tire 

dxd^x-hdjrd^y  -{-dzd^z  ^=zdsd'^s ; 

Texpression  precedent e  devient  done 

©»  rf'.T  e»  dv 

ou 

Telle  est  Pexpression  de  la  composanle  tangentielle. 

Quant  a  la  seconde  composante  PM',  on  sait  que  si  Ton 
designe  par  R  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoirc  en  M, 
ou  aura^  en  n^gligeant  les  quantit^s  infiniment  petites  par 
rapport  a  PM', 

mais  MM'  etant  Tespace  parcouru  dans  le  temps  d,  on 
pourra  remplacer  MM'  par  vQ^  et  Ton  aura,  au  degr^  d'ap- 
proximation  demande, 

PM'=--. 

2    R 

Telle  est  done  Texpression  de  la  composante  normale,  dont 
la  direction  peut  ^tre  remplacee  par  sa  direction  limite, 
sans  changer  le  degre  d'approximation.  Cette  direction  li- 
mite est  celle  de  la  normale  menee  du  point  M  au  centre 
de  courbure  de  la  trajectoire.  Ces  deux  composantes  peu- 
vent^tre  designees  par  les  noms  de  dei^iation  langenticUe  et 
dci^iation  centripete. 

On  reconnait  facilement,  d'apr^s  les  expressions  de  ces 
deux  composantes,  que,  si  le  mouvcment  est  uniforme,  la 
deviation  est  normale  a  la  trajectoire;  et,  s'll  est  rectiligne, 
R  etant  infini,  la  deviation  est  dans  le  sens  de  la  tangente 
ou  de  la  ligne  du  mouvemenl. 
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47.  Composantes  tangeniielle  et  normale  de  TaccHerti-' 
lion  dam  le  mous^effient  deviatoire^  —  Le  mouvement  de- 
viatoire  ^Unt  dirige  suivant  NM'^  et  par  suite  aussi,  Tac* 
celeration  de  ce  mouvement,  les  composantes  de  cette  acce- 
leration suivant  la  tangente  et  la  normale  principale  seront* 
avec  Taccel^ration  elle-mftme,  dans  les  memes  rapports  que 
NP,  PM',  NM',  et  nous  avons  deja  remarque  que  les  com- 
posantes de  Facceleration  dans  un  mouvement  rectiligne 
NM'  sont  les  accelerations  des  mouvements  des  projections 
du'point  surles  directions  que  Ton  considere.  Nousaurons 
done  les  expressions  des  composantes  de  Tacc^leratioa  en 

divisant  par  —  les  expressions  des  espaces  infiniment^petits 

NP,  PM'  parcourus,  dans  le  temps  0. 

Les  composantes  tangentielle  et  normale  de  Faccelera- 

tion  du  mouvement  deviatoire  sont  done,  la  premiire  -r; 

ou  -r-»  et  la  seconde  •—• 
dt  R 

On  les  designe  quelquefois  sous  les  noms  ^acceleration 

tangentielle  et  acceleration  centripete. 

CHAPITRE  II. 

BEVISIOX  DE  QUELQUES  FORMULES  DE  G^IOMJ&TRIE  ANALYTIQUE. 

18.  Angles  formes  ai^ec  les  axes  par  une  droite  perpen- 
diculaire  sur  deux  autres.  —  Soient  (a,  6,y),  («',  6',/) 
les  angles  formes  par  les  directions  des  droites  donn^es 
avec  les  axes  positifs  des  Xy  y^  z'^  etX,  (x,  v,  les  angles  que 
forme  avec  ces  m^mes  axes  la  direction  de  la  perpendlcu- 
laire;  on  aura  les  deux  equations 

cos  a  cos  X  -+•  cos  6  cos  fx  -4-  cosy  cosv  =:  o, 
cosa'cosX  -f-  cos6'cospt  -t-  cosy' cos v  =  o. 


nr~ '  -    ■  ■■ . 
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Ces  deux  equations  determinent  les  rapports  des  trois 
cosinus  inconnus,  at  donnenl 

cos  X :  cos /* :  cosv : :  co8€' cos  7 — cos '/ cos  6 :  co$7' cos  a  —  cosa' cos  7 

:cosa'cos6  —  cosS'cosa 

ct  comme  la  somme  des  carres  des  trois  cosinus  est  ^gale  a 
Funite,  si  Ton  pose 

(cos6'  cos  7  —  cos  7'  cos  6)'  -f-  ( C0S7'  c®*  *  —  ^^^  «'  <^^^  7  Y 

-h  (cos  a'  cos  6 — COS  6'  cos  a)*  =  D*, 

oi)  aura 

cos  6'  cos  7  —  cos  7'  cos  6 
eo,X= ^^ , 

cos  7' COS  a  —  cos  a'  cos  7 
COSa= ; :, 

cos  a'  cos  6  —  cos  6 '  cos  a 

COSV  =  i •» 

le  deuominateur  devant  6tre  pris  avec  le  m^me  signe  pour 
les  trois  cosinus,  qui  doivent  ^tre  dans  les  monies  rapports 
que  les  numcrateurs. 

Quant  a  la  vaieur  de  D*,  elle  peut  se  meitre  sous  la  forme 

(cos'a-H  cos' 6  -hcos'7)  ( cos* «' -h cos' 6 '  -f-  cos'7') 
—  ( cos  X cos  of  -H  cos6  cos  6'  -f-  COS7  COS7' )' ; 

elle  est  done  egale  k 

I  — cos*V     ou     sin'V, 

V  etant  Tangle  des  deux  droites;  on  a  done 

cos>  =  ifc  -: — -7  ( cos  6'  C0S7  —  cos  7'  cos6  j, 
sm  V 

COSpt  =:±-: — --(c0S7'cosa  —  COS  a'  COS7), 

sin  V  ^  ' 

cos  V  =  ±  — — r,  (cosa'cos  6  —  cos6'  cos  a). 
sin  V  ' 

On  trouvc  ainsi  deux  directions  opposces^  et,  en  effel,  ricn 
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jusqu'ici  n'adeterniinelequcl  desdeux  sens  on  voulaitcon- 
siderer  sur  la  perpendiculaire. 

19.  Distinction  du  sens  de  la  perpendiculaire  a  deux 
directions,  —  Concevons  par  Forigine  deux  droites  paralleles 
aux  directions  determinees  par  les  angles  (otZy)^  (^'^' y)\ 
prenons  sur  la  premiere  un  point  quelcopque :  sescoordon- 
naes  x^jy  z  scront  proporiionnelles  aux  cosinus  des  angles 
«,  6, 7,  et,  respectivement,  de  m^mes  signes  :  par  ce  point, 
menons  une  parallele  a  la  direction  determinee  par  les 
angles  a',  S',  7',  et  concevons  un  point  en  mouvoment  sur 
cette  derniere  direction.  Le  rayon  vecteur  mene  de  Torigine 
a  ce  point  partira  de  la  direction  (o^Sy)  et  ira  en  se  rappro* 
chant  de  la  direction  (a'6'y')  qui  passe  aussi  par  Torigine. 

Supposons  maintenant  un  observateur  place  dans  la  per- 
pendiculaire menee  par  Torigine  au  plan  des  deux  droites, 
les  pieds  appuy^s  sur  ce  plan;  le  mouvement  du  rayon  vec- 
teur lui  parailra  s'executer  de  gauclie  &  droite  ou  de  droite 
a  gauche,  suivant  quil  sera  plac^  d'un  c6le  ou  de  Tantre 
du  plan.  Nous  distinguerons  ces  deux  sens,  en  appelant 
direct^  celui  ou  le  mouvement  s'effectue  de  gauche  a  droite, 
et  retrograde  celui  ou  il  s'effectue  de  droite  a  gauche ;  et 
nous  npmmerons  direction  de  Vaxe  du  plan  des  deux  droites 
dans  lequel  s'effectue  le  mouvement,  cellc  de  la  perpendi- 
culaire dans  le  sens  pour  lequel  ce  mouvement  est  direct. 

Les  valeurs  des  cosinus  des  angles  X,  juc,  v  que  fait  la 
perpendiculaire  avec  les  a^ces  de  coprdonnees  sont,  d'apres 
la  formule  precedente,  dans  laquellc  on  remplacera  cos  of.^ 
f'ps  S,  cos  7,  par  x^j^z^ 

Y  cos  7'  —  Z  COS  S' 


COS>=: 


5 


zcosot!  —  XC0S7' 

cospi  =  -^ -7- 5 

zh  P 

J:cps6' —  >  COSa' 

COS  V   = ; ^ ) 

i' 
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la  valeur  de  p  elant 

de  sorte  que  p  n  est  autre  chose  que  la  perpendiculaire 
abausee  de  I'origine  sur  la  droite  meneepar  le  point x,  y^  r, 
dans  la  direction  [a!&  y'),'i\  ne  s'agit  plus  que  de  savoir 
quel  est  le  signe  qu'il  faut  donner  a  p  pour  que  les  angles 
\}j.^  V  se  rappoj:tent  a  la  direction  de  Taxc  du  plan^  telle 
quie  nous  Tavons  definie.  Remarquons  d^abord  que  si  dans 
im  plan  de  direction  quelconque,  que  nous  ferons  passer, 
pour  plus  de  simplicite,  par  Torigine,  un  rayon  vecteur  se 
raeut  autour  de  ce  dernier  point  dans  un  certain  sens,  et 
que  Ton  considere  la  projection  mobile  de  ce  rayon  \ecteiir 
sur  un  autre  plan ;  I'axe  de  ce  dernier  niouvement  sera 
celui  des  deux  directions  de  la  perpendiculaire  a  ce  noiiveau 
plan,  qui  fera  un  angle  aigu  avec  la  direction  de  Taxe  du 
premier  mouvement. 

Cela  pose,  considerons  d'abord  la  projection  du  rayon 
vecteur  sur  le  plan  XY,  et  designons  par  6  Tangle  que  sa 
direction  forme  avec  celle  des  x  positifs,  de  telle  sorte  que 

I'axe  positif  des  j^  corresponde  a  6  ==  -  •  Le  mouvement  sera 

direct  relativement  a  Taxc  des  z  positifs,  si  Q  va  en  crois- 
sant; et,  dans  le  cas  contraire,  il  sera  direct  par  rapport  a 
Taxe  des  z  negatifs.  Et  Ton  sait  d'ailleurs  qu'un  angle  croit 
ou  decroit  loujours  en  m^mc  temps  que  la  valeur  algc- 
J)rique  de  sa  tangente. 

Or  la  projection  sur  XY  du  rayon  vecteur  mene  au  point 
[x^jr^  z)  fait  avec  Taxe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  a 

pour  expression  gene'rale  -•  Si  le  point  Xy  j",  z  s*avancc 

dans  la  direction  (a' 6' 7')  d'une  quantite  quelconque  ///, 
celle  langcnlc  devicnt 


X  -\-  m  cos  7!  ' 
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son  accrois3emcnt  est  done 

w(xcos6' — J  CCS  a') 
X*  ■+-  mx  cos  a'         ' 

et,  comme  on  pent  supposer  m  assez  petit  pour  que  le  de-- 
nominateur  soit  positif,  le  signe  de  cet  accroissement  sera  le 
m6me  que  celui  du  numei^teur,  ou  de  sc  cos  6'  — y  cos  a'. 
Ainsi,  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  XY  aura  uu 
inouvement  doni  Taxe  sera  I'axe  des  z  positifs,  si  I'on  a 

X  cos  6 '  —  y  cos  a'  ^  o ; 

et,  par  suite,  I'axe  du  mouvement  dans  Tespace  et  Taxe 
des  z  positifs  feront  un  angle  aigu.  De  m^me,  les  projec- 
tions sur  YZ  et  ZX  auronl  un  mouvement  direct  par  rap- 
port aux  axes  des  x  et  des  j^  positifs,  si  I'on  a 

JCOS7'  —  zcosS'  ]>  o,      scosa' — a:coS7']>  o. 

Dans  le  cas  ou  une  de  ces^inegalites  serait  de  sens  con- 
iraire,  il  serait  direct  par  rapport  a  I'axe  negatif,  et  Faxe 
du  mouvement  ferait  un  angle  oblus  avec  I'axe  positif  cor- 
respond ant. 

On  voit  done  que  les  cosinus  des  angles  que  fait  I'axe  du 
mouvement  que  nous  considerons,  avec  les  axes  positifs 
x^y^  2,  sont  de  ih^mes  signes  respectivement  que  les  nume- 
rateurs  des  valeurs  trouvees  precedemmenl  5  que,  par  con- 
sequent, on  doit  prendre  p  positivement^  ce  qui  donne  les 
forniules  suivantes  : 

r  C0S7'  —  z  cos 6' 
cos  \  =  ' 5 

P 

^  ,  5  cosa'  —  orcosv' 

i,  1 )  <  cos  u.  = •) 

p 

X  COS  6'  —  r  f'osa' 

cos  V  =    • 


MM 
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Si  maiiitetiant  on  remplace  x,  y^  z  par  Ics  quantites  pro- 
portionnelles,  et  respectivement  de  Dienies  signcs,  cosdr, 
cos  6,  cosy,  on  aura 

cos  \  = -r  (cos  6  COS  7'  —  COS  7  cos6 ' )  , 

sin  V 

(2)  <  cosiA=  -:— —  (coS7COsa'  —  cosacosV), 

\    f  ^        '         sin  V 

cos  V  =  '-: — —  fcOSa  COS 6'  —  COS^  COS  a') , 

sm  V  ^ 

V  designant  encore  Tangle  des  deux  directions. 

Ces  formules  se  rapportent  a  Faxe  du  mouveincnt  exe- 
cute dans  le  plan  des  deux  directions  (a,  6,  7) »  (a'7  ^',7') 
par  un  rayon  vecteur  tournant  autour  de  leur  point  de  ren- 
contre, en  partant  de  la  premiere  et  se  rapprochant  de  la 
seconde.  Si  Ton  faisait  une  construction  analogue,  eu  sub- 
stituant  cbacuue  des  deux  directions  a  Tautre,  on  aurait 
un  mouvement  en  sens  inverse;  et,  en  tSeX^  les  formules 
precedeutes  des  cosinus  changeraient  evidemment  de  signe 
sans  changer  de  valeur  ahsolue. 

Si  les  deux  directions  donnees  etaient  rectangulaires,  on 
aurait 

I  COS  \  =  COS  6  cos 7'  —  cos 7  cos  6', 
COS  f*  =  cos  7  cos  a'  —  cos  a  cos  7', 
cos  V  =  cos  a  cos  6'  —  cos  6  cos  a'. 

licrnarque.  —  Si  Ton  prend,  a  partir  de  rorigiue,  unc 
longueur  q  sur  la  direction  a',  6',  7',  on  aura,  en  designant 
par  x',  j\  z'  les  coordonnees  de  son  extremile, 

x'  z=zq  cos  a',     X*  z=  q  COS  6',      z*  ^=:  q  COS  7' ; 

ct  les  formules  (i)  devienneut 

yz'  —  zy'  =  pq  cos  >. ,    zx'—.rz'z=z pq  cos  fit ,    xy'  —  yx'  =P^  cos  v . 
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Or,  d'aprAs  ce  que  represenie  p,  pq  est  I'aire  du  paralleto- 
gramme  construit  sur  tcs  deux  droiles  nieoees  de  I'origine 
■  aux  poinU  xyz,  x' y  t'.  Designant  celte  aire  par  P,  on 
aura  les  trois  equations  suivantes  : 

(4)     PcosX  =  Jb'— Ej-',  PcoS[t=::s3r'— a;B',  Pcosv  =  3;j'' — jr.r\ 

J,  ft,  V  se  rapporlant  a  I'axe  de  I'aire  dccrile  par  un  rayon 
vecleur  passani  par  I'origiiie  et  marchaut  de  Tjrz  vers 
x'y'z'  par  le  plus  court  chemia.  El,  si  sur  la  direction  de 
cet  axe  ou  prend  unc  longueur  qui  represent*  I'aire  P,  ccs 
dernicres  expressions  representent  en  grandeur  el  en  signe 
les  projeciions  de  reile  lonj^ucur  sur  Irs  axes  des  coor- 
donnees. 

Dislintlion  du  seits  de  I'axe  il'un  inouvement  de  rotation. 

20.  Lorsqu'un  sysl&me  rigide  lournc  autour  d'uii  axe 
five,  oil  distingue  le  sens  de  la  rotation  de  lamememaniere 
qu'on  vieut  de  le  fsirc  potir  la  perpendiciilaire  a  deux 
direclions.  On  conceit  uu  plan  perpendiculaire  a  I'axe,  et 
un  observaleur  place  dans  Paxc,  les  pieds  appuyes  sur  ce 
plan,  el  du  c6te  oii  le  moiivemenl  lui  paraitra  s'execulcr  de 
gauelic  a  droilc,  c'est-a-dirc  sera  direct.  Kous  appellerons 
direction  de  I'axe  de  rotation  celle  de  la  parlie  de  cette 
ligne  ou  se  trouve  I'observateur,  et  compt^  a  partir  du 
plan. 


21.  Formtiles  pour  In  transformation  des  coordonnees. 
—  Proposons-nous  de  passer  d'un  systitne  de  coordonnees 
reciangulaires  x,  y^  z  a  un  systeme  quelconque  de  coor- 
donn^es  obliques  x',  j',  z'  ayant  mfimc  origiiie ;  et  suppo- 
,  sous,  comme  nous  le  ferons  loujours,  que  la  disposition  des 
axes  soil  idle  que,  si  uu  rayou  vecleur  so  nieut  aulour  dc 
lorigine  dans  les  trois  angles  des  axes  posiliTs,  eii  paitant 
de  I'axe  des  X,  el  marcliauL  vers  I'axe  des  y,  puis  vers 
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celui  des  z  pour  revenir  a  celui  des  x,  les  directions  des 
axes  positifs  soient  respectivement  les  axes  de  ces  trois 
inouvements.  Soient  a^d^ci*  les  cosinus  des  angles  que  la 
direction  des  x'  positifs  fait  avec  les  directions  respectives 
des  j:,  y^  z  positifs  5  t,  h\  V  les  cosinus  relatifs  ji  la  di- 
rection des  J"'  positifs,  et  c,  c',  d'  ceux  qui  se  rapportent  a 
la  direction  des  z'  positifs. 

Considerous  un  point  quelconque  M  [fig»  A)y  dont  les 
trois  coordonn^es  x',  y'^  z*  soient  represcnt^s  par  AP, 
PQ,  QM ;  abaissons  MR  =  x,  perpendiculaire  sur  YZ,  el 
joignons  RA.  Ce  polygone  ferme  etant  suppose  projet^  sur 
AX,  donnera 

ax'  -^  by  '\-  ct'  —  X  =  o, 

pourvu  que  les  quatre  coordonnees  x\y' ^  z\  x  soient  po- 
sitives. Si  Tune  quelconque  d'entre  elles,  par  exemple  j^', 
ctait  negative,  le  c6te  du  polygone  qui  doit  ^tre  pris  en  va- 
leur  absolue  scrait  — j^';  mais,  comme  il  serait  alors  par* 
couru  dans  le  sens  des^'  n^gatifs,  le  cosinus  qui  le  multi- 
plie  changerait  de  signe  et  serait  —  1 5  le  terme  que  Ton 
doit  ecrire  est  done  toujours  by'^  et  I'equation  est  generate, 
en  regardant  comme  negatives  les  coordonnees  dirigees  en 
sens  contraires  des  axetf  determines  par  les  cosinus  donnes. 
On  trouverait  deux  autres  equations  analogues,  en  con- 
siderant  les  coordonnees  j^  et^.  Les  ^nations  generales  de 
transformation  seront  done 

IX  =  ax'   -I-  by    H-  cz' , 
X=a'x'  -hb'y-^c'z'y 
z  =a"x'^b"y^c''z\ 

et  Ton  aura  les  conditions  necessaires 

/   a}  -h  a""  4-  a"^  =  i , 
(2)  j   /.'-h^''-hr»=r,, 

c"  +  c'''  =  i; 
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si  les  noiivi^aux  axes  etaient  lectangulaires,  on  aurait  de 
plus 

,    ab^-a'b'  -ha^'b^'^o, 

(3)  ;  flc  +  fl'c'+^i"c"  =  o, 


I   be 


^b'c'  -^b'^v"  =o, 


de  sorte  qu'on  ne  pourrait  prendre  arbitrairement  que  Irois 
des  neuf  quantites  a,  i,  c;  a',  i'.  c';  a"^  b"^  d* , 

Les  deux  syslimes  ^tant  rectangulaires,  on  peut  passer 
du  second  au  premier  par  des  formules  semblables  \  de  sorte 
que  les  equations  (i) ,  (2) ,  (3)  entrainent  les  suivantes  : 


(4) 


(5) 


z:=  ax'\-a 

'r-f- 

a"z. 

/  = 

=z  bx-^  b 

'x-t- 

b'^z, 

Z'  : 

=  ex  -^  c' 

r  + 

e"z\ 

a" 

-+-^>'  -4- 

c'   = 

I, 

«" 

+  6'^  + 

r'»  — 

I, 

a"' 

-4-  b''^  -+- 

i; 

aa' 

+  bb'   - 

-hce' 

=  0 

(6)  /jfl''  4-^^"4-cc"  =0, 

Reciproquement,  ces  equations  entraineraient  les  pre- 
mieres^ et  les  deux  systimes  (1),  (2),  (3),  et  (4),  (5),  (6) 
sont,  par  consequent,  identiques. 

Les  quantites  ahc^  a'  i'  c',  a!'  b"  d'  satisfont  a  d'autres 
relations  importantes,  qui  pourraient  se  deduire  des  prece- 
dentes,  en  laissant  d'abord  une  ambigui'te  qu'on  ne  faitdis- 
parailre  qu'avec  un  peu  de  peine.  Nous  allons  montrer 
comment  on  peut  les  obtcnir  d'une  maniere  beaucoup  plus 
simple,  et  sans  aucune  incertitude  sur  les  signes. 

Nous  remarquerons  d'abord  qu'il  y  a  deux  suppositions 
a  fa  ire  sur  Ford  re  des  axes  positifs  des  deux  systemes  de 
coordonn^es,  qui  sont  designes  par  les  memes  lettres,  S'ils 
sont  dans  le  m^me  ordre,  on  pourra  faire  coincider  les  di- 
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reclionsdes  x'yj^  z'  respectivemeni  avcc  cclles  desx,j  ,  z 
po^itifs.  S'ils  sont  en  ordre  inverse,  lorsque  les  directions 
des  x'  et  des^'  seront  amenees  a  coi'ncider  avec  celles  des  x 
et  des  y  posltifs,  les  directions  des  z'  et  des  z  positifs  se- 
ront directement  oppos^es. 

L'axe  des  x'  ^tant  perpendiculaire  au  plan  des  axes  des 
y'el  desz',  les  angles  quMl  fait  avcc  les  troisaxes  des  x,y,  z 
se  determineront  d^apres  les  formules  (3)  du  n^  19;  il 
faudra  d'ailleurs  s'assurer  si  les  axes  des  x\y\  z'  sont 
dans  le  m^me  ordre  que  les  premiers.  Dans  cette  hypo- 
tb^se^  Taxe  des  x' positifs  est  Taxe  relatif  au  mouvement 
d'un  rajon  vecteur  partant  de  AY'  et  se  rapprochant  de 
AZ';  les  angles  a,  6,  y  des  formules  (3)  se  rapportent  done 
a  AY',  et  ont  pout  cosinus  i,  h\  V  \ai\  6',  y'  se  rapportent 
a  AZ'  et  leurs  cosinus  sont  c,  c',  c";  ce  serait  Tinverse  si 
Tordre  des  trois  axes  elail  inverse. 

Si  done  on  remplace,  dans  les  formules  (3),  cos  X,  cos/ui, 
cos  V,  par  a,  a',  a",  on  aura,  dans  Thypoth^se  d'une  dis- 
position semblable  dans  les  deux  systemes  d'axes, 

et,  dans  le  cas  d'une  disposition  inverse, 

a  =c'h^'  —  b'c\     a'  =  be"  —  cb\     a''  z=z  eb' ^  be', 

equations  qui  ne  diflercnt  des  premieres  que  par  le  change- 
ment  de  signe  des  seconds  membres. 

En  agissant  dela  m^me  maniere  pour  les  axes  des^'  et 
des  jz',  on  aura  des  equations  semblables;  de  sorte  que  les 
neufquantites  abc^  a'  b'  c',  a^  h"  d'  sontliees  par  les  rela- 
tions suivantes,  dans  le  cas  ou  la  disposition  des  deux  sys- 
temes d'axes  est  la  ra^me  : 

/  fl  =  i»'c"  —  c'  h",     a'  =  cb"  —  bc\     a"  =  be'  —  cb' , 
( n )     \  b  =  c'a"  ^a'  e",     b'  =z  ac"  -  ca\     b"  =  ca'  —  ac^, 
(  c=a'b"-b'a'\     c'=:ba"--ab",     c"  z=z  ab'  ^ba'. 
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Dans  le  cas  ou  la  disposition  des  axes  serai t  inverse,  il  fau- 
drait  changer  les  signes  des  seconds  membres  de  ces  neuf 
equations. 

22.  Les  nouveaux  axes  x',  y' ^  z\  au  lieu  d'etre  deter- 
mines par  neuf  quatiti les  enlre  lesquelles  il  cxiste  six  rela- 
tions, pourraicut  Tfetre  par  trois  seulement,  et  nous  allons 
faire  connaltre  les  foruiutes  donn^es  a  cet  efTet  par  Euler. 

Nous  supposerons  que  les  nouveaux  axes  aient  la  m^me 
disposition  que  les  premiers,  et  nous  les  determinerons  en 
donnant  Tangle  ^  {fig'  ^)  ^^^  forme  avec  Taxe  des  x  po- 
sitifs  la  trace  AR  du  plan  Y'  X'  sur  XY ;  Tangle  B  qwe  forme 
le  plan  X'  Y'  avec  XY,  qui  est  aussi  celui  des  axes  AZ,  AZ'; 
et  enfin  Tangle  y  que  forme  AX'  avec  AR;  mais  il  est 
essentiel  d'indiquer  avec  precision  le  sens  dans  lequel  cha- 
cun  de  ces  angles  est  estime. 

Nous  compterons  Tangle  ^  dans  le  sens  du  mouvement 
direct  de  AX  vers  AY,  et  il  pourra  varier  de  o  a  2  7r;  mais 
a  laquelle  des  deux  directions  opposees  AR,  AR'  se  rappor- 
tera-t-il  ?  Pour  la  determiner,  concevons  un  mouvement 
direct  auiour'de  AZ  qui  amene  AX  en  AR  et  AY  en  AYi ; 
puis  un  mouvement  direct  autour  de  AR  qui  amene  AZ  a 
coincider  avec  AZ',  ce  qui  aura  lieu,  ou  lorsque  le  systeme 
aura  tourne  de  Tangle  0,  qu'on  supposera  toujours  moindre 
que  TT,  ou  lorsqu'll  aura  tourne  de  2  7r  —  Q  :  or  il  n'y  a 
qu'une  des  deux  directions  AK,  AR'  pour  laquelle  Tangle 
de  rotation  soit  6,  et  c'est  celle-la  que  nous  choisissons 
pour  la  determination  de  Tangle  ^. 

On  voit,  d'apres  cola,  qu'on  passerait  des  premiers  axes 
aux  nouveaux,  en  faisant  tourner,  dans  le  sens  direct,  le 
systeme  des  premiers  d'un  angle  ^  autour  de  AZ  \  les  faisant 
tourner  ensuite  d'un  angle  0  autour  de  AR,  et  enfin  d'un- 
angle  y  autour  de  AZ'.  Apris  le  premier  mouvement,  les 
axes  seront  dans  la   position  AR,  AYi ,  AZ,  et  nous  desi- 
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gnerons  par  x^^  ji^  2  les  coordonn^es  compiees  sur  Icurs 
directions.  Apres  le  second  mouvement,  ils  ont  la  posi- 
tion AR,  AY|,  AZ',  et  nous designerons  par  art ,  j't ,  z'  les 
coordonnees  correspondantes.  Enfin,  apr^s  le  troisieme 
mouvement,  ils  coincideront  avec  les  axes  AX',  AY',  AZ', 
pour  lesquels  les  coordonnees  sont  x',  j^ ',  z'. 

^ous  pourrons  ainsi  passer  des  premiers  axes  aux  nou- 
veaux  au  moyen  de  trois  transformations  dans  lesquelles 
un  axe  etant  immobile,  on  n^a  besoin  de  faire  usage  que  de 
la  transformation  des  coordonnees  dans  un  plan. 

Or  on  saitque,  pour  passer  d^un  syst^me  de  coordonnees 
rectangulaires  u,  (^  a  un  sysl^me  rectangulaire  u',  v'  sem- 
blablement  dispose,  c'est-a-dire  tel,  que  quand  la  direction 
des  m'  positifs  coincide  avec  celle  des  u  positifs,  il  en  soit 
de  meme  des  directions  des  v  et  i^'  positifs,  on  a  les  deux 
formules 


u  =  «'  cos  a  —  v'  sin  a , 


0  =  li'  sin  a  -h  v'  cos  a ; 

a  d^signant  Tangle  dont  il  faut  faire  tourner  I'axe  des  h 
dans  le  sens  de  u  vers  u  pour  qu*il  coincide  ayec  Taxe  des  u' 
positifs.  Ces  formules  varieraient  dans  les  signes  si  la  dis- 
position des  axes  eiait  inverse.  D'aprfes  cela,  on  aura  les 
equations  suivanles  : 

jr=rr,cos-«p — jTySifk^j  j^,  =j^,cosO  —  z'sinO,  x,=x'cosy— j^sin^, 
jr=iXi sin>p-f-/,cos>p,  z  =Xi  and  +  z'cosO,  ^j=:x' sin ^-l-x' cosy. 

Elimin'atit  les  inlerm^iaires  Xi ,  j>^i ,  j-, ,  on  obtient  les  for- 
mules cherchees  ; 

xz^  x'  (cos  f  cos\|»  —  sin f  sin ^  cos 6 ) 
-^y  ( — sin^ cos^p  —  sin^coSfcosO)  ■+•  s'sin^'sind, 
(8)     I  y:=x'  (cos y  sin ^  -h  sin  f  cosip  cosO) 

•^y  ( — sinf  sin^j;  -hcosxI^cos^cosO) — a' cos \(;  sin 0 , 

z  =zx'  sin  0  sino  -f-  r'  cos  9  sin  0  -f-  2'  cosO. 
I.  3 
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La  comparaison  <^«.s  formules  (i)  et  (8)  coiidtiit 
equations  suivaiitus,  qui  om  la   ineme  g^ii^ralile  quo  ci' 
d'oi'i  OH  les  deduit : 


«  =  - 

-siufMn^pcos 

-i-. 

osfc 

os^., 

l>  = 

-  cosf  sinijicos 

—  SI 

"?<= 

»+, 

e  = 

sine  sin <>, 

a'= 

sin<p(!os<{icoi 

+  C- 

as^s 

n+. 

b-— 

cosfcos^iros 

6  — » 

n^s 

n-^. 

€>=- 

-sinOc-os.^; 

z  sin  e  s 

ny,     i"  =  sin 

9  cos 

1-. 

c"  = 

Ces  et{uations  entraini'iit  les  suivaiitis,  qu'll  est  bon  do 
iiolcr  : 

"■%'¥=  rn'      'anB'l'  =  —  -,' 


CHAPITRE  111. 

XTVEMENT  (iBOH^THIQlTE   d'i '^  SYSTIME    I)E  VOHHB  l>n'ABI*BLB. 


23.  Si  Von  considere  deux  positions  successives  occu- 
pees  par  un  syslemc  de  forme  invariable,  independammcni 
des  forces  qui  I'ont  sollicite,  et  du  temps  qu'il  a  mis  pour 
passer  de  Tune  a  I'autre,  on  voil  d'abord  qu'il  y  a  une  infi- 
nite de  manieres  de  I'amencr  de  la  premiere  a  la  scconde, 
et  Ton  peut  sc  proposer  de  determiuer  les  mouvements  les 
plus  simples  ou  les  plus  avantagcux,  au  moyen  desquels  on 
peut,  dans  chaque  cas,  operer  ce  passage. 

Or,  quelque  deplacement  qu'aitsubi  un  syst^nte,  on  peul 
Tameaer  danssa  nouvelle  position,  en faisant  d'abord  mou- 
voir  lous  les  points  suivant  des  lignes  parallelcs  et  egales  a 
celle  qui  joint  les  deux  positions  d'un  mfime  point  du  sya- 
t^mo,  ou  d'un  point  quelconque  qu'on  y  aura  lie  invaria- 
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bieruent,  puis  en  laissautce  point  fixe,  et  en  faisant  lour- 
ner  le  sjst^me  autour  de  lui,  jusqu'a  ce  que  deax  autres 
points^  non  en  ligne  droile  avec  ce  centre,  viennent  pren- 
dre la  position  qu  lis  doivent  occuper. 

£t  il  est  bon  de  remarquer  que  ce  point  fixe  autour  du- 
quel  s'effectue  le  second  niouv«ment  est  arbitral  re,  c^est- 
a-dire  qu'un  point  quelconque  de  Tespace  pent  ^ire  regarde 
com  me  la  seconde  position  d^un  certain  point  lie  au  sys- 
t^me.  En  effet,  si  Ton  eloigne  un  point  a  volonte,  qu'on  le 
lie  au  systime  dans  sa  position  definitive,  et  qu'ensuite 
on  ramene  ce  syst&mc  a  sa  premiere  position,  le  point 
choisi  sera  alors  celuiqu'il  aurait  fallu  lier  au  sysl^me  pri- 
mitif  pour  que  sa  position  apr^s  hi  mouvement  futcellequi 
a  ele  choisie  arbitrairementdans  Tespace. 

Examinons  maintenant  chacun  dc  cesdeux  mouvements, 
de  translation  et  de  rotation. 

II  est  evident  que  le  point  que  Ton  a  considere  pourrait 
parvcnir  d'une  position  a  Tautre,  en  decrivant  un  polygone 
quelconque,  qui  commencerait  a  Tune  et  se  terminerait  a 
Tautre.  D'ou  il  suit  que  lepremier  mouvement  pourra  ^tre 
remplaceparune  suite  d'autres  mouvements  de  translation, 
representes  en  grandeur  et  en  direction  par  les  divers  c6tes 
de  ce  polygone.  Cette  substitution  de  plusieurs  mouvements 
successifs  a  un  seul  s'appellera  composition  j  et  Tin  verse 
decomposition .  On  peut  done  dire  que  les  mouvements 
de  translation  peuvent  se  composer  et  se  decomposer  de 
la  meme  maniere  que  les  vitesses  d'un  point. 

Quant  au  mouvement  autour  du  point  fixe,  il  est  facile 
de  reeonnaitre  d'abord  qu'il  peut  ^tre  decompose  d^une 
infinite  de  mani^res,  en  deux  mouvements,  autour  d'axes 
fixes;  car  on  amenerait  un  point  quelconque  d^une  posi- 
tion a  une  autre^  en  faisant  toumer  le  systime  autour  d'une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  fixe^  et  situee  dans 
le  plan  mene  par  ce  point,  perpendiculairemeut  a  la  droite 
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qui  joint  les  deu^  posi lions  du  point  que  Ton  considire, 
lesquelles  sont  necessairemcnt  equidistantes  du  centre.  Le 
syst&me  ayant  maintenant  deux  de  ses  points  dans  la  posi«» 
tionqu'ils  doivent  occuper^  il  eat  certain  que  tous  les  au- 
tres  arriveront  a  la  leur,  par  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  la  droite  qui  joint  les- deux  premiers.  La  ques- 
tion est  done  r^duite  a  la  consideration  des  mouvements  de 
rotation  autour  d^axes  passant  par  le  point  fixe. 

Les  propositions  que  nous  allons  d^montrer  relatiyement 
k\a  composition  et  la  decomposition  de  ces  mouvements 
sont  extraites  de  la  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des 
corps,  de  M.  Poinsol ;  mais,  avautd'entrer  dans  Cette  expo- 
si  tion^  nous  commencerons  par  faire  une  remarque  tres- 
simple  et  tr^s-utile* 

24.  Remarque.  —  Lorsqu'un  corps  tourne  autour  d'un 
axe  fixe,  d^nne  quantite  angulaire  infiniment  petite^  les 
variations  infiniment  petites  des  coordonnees  d^un  point 
quelconque  dependent  des  coordonnees  de  ce  point,  et  des 
autres  donnees  de  la  question.  Pour  un  point  infiniment 
voisin,  ces  variations  ne  difTereront  done  des  premieres 
que  de  quantil^s  infiniment  petites  par  rapport  a  elles,  et 
Ton  peut  les  snbstituer  les  unes  aux  autres,  s'il  ne  s^agit 
que  de  li mites  de  sommes  ou  de  rapports.  On  peut  done, 
dans  la  determination  du  d^placement  infiniment  petit 
d^un  corps  qui  tourne  autour  d^un  axe,  supposer  que  le 
corps,  aulieude  partir  de  la  position  donnee,  parte  d'une 
autre  position  infiniment  voisine;  les  variations  des  coor- 
donnees de  chacun  de  ces  points,  ainsi  calculees,  pourront 
^tre  prises  pour  celles  que  Ton  cherchait.  Si  done  on  a  a 
faire  eprouver  successivement  a  un  corps  un  nombre  quel- 
conque de  rotations  successivcs  infiniment  petites,  on 
pourra  supposer  chacune  d'elles  efTectuee  a  partir  de  la 
position  primitive  du  corps^  et  la  somme  totale  des  varia- 
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uorisde&  coordonnees  de  chaque  poinl  pourra  ^ire  coiisi- 
der^  comme  la  variation  resultante  des  mouyemenu  operes, 
a  la  suiie  les  uns  des  autres,  et  dans  un  ordre  quelconque. 

II  est  encore  facile  de  s^assurer  que  si  le  systime  tour- 
nail  de  la  m&me quantity  infiniment  petile  autour  d'un  axe 
infiniment  voisin  de  celui  qui  est  donne,  les  variations  des 
coordonnees  d'un  point  a  une  distance  finie  ne  seraient 
alter^es  que  de  quantites  infiniment  petites  par  rapport  a 
elles-m^mes,  et  qui  pourraient  conseqoemment  &tre  negli- 
ges. En  efiet,  les  variations  des  coordonnees,  ense  bornant 
aux  quantites  du  premier  ordre  infinitesimal ,  sont  le  pro- 
duit  de  Tangle  de  rotation  infiniment  petit,  par  des  fonc- 
tions  des  quantites  qui  determinent  Taxe.  Si  done  ces 
quantites  changeut  infiniment  peu,  il  en  resulte,  pour  les 
variations  des  coordonnees,  des  changements  d'un  ordre 
sup^rieur  an  premier. 

Ainsi,  il  n'y  a  aucune  erreur  du  premier  ordre  infinite- 
simal dans  Texpression  des  variations  des  coordonn^s  des 
divers  points  d'unsysteme  rigide  qui  tourne  successivement, 
de  quantites  angulaires  infiniment  petites,  autour  d^axes  en 
nombre  quelconque,  lorsque  Ton  substitue  a  ces  divers 
points^  d'autres  points  infiniment  voisins  \  que  I'on  substitue 
de  m^me  a  ces  axes  d^autres  axes  infiniment  peu  diflerents, 
et  quel  que  soit  Tordre  dans  lequel  on  effectue  ces  differentes 
rotations.  C'est  a  cause  de  ces  avantages  que  Ton  decom- 
pose loujours  les .  mouvements  efiectues  dans  des  temps 
finis,  dans  ceux  qui  s'accomplissent  dans  les  intervallcs  in- 
finiment petits,  dans  lequel s  on  pent  decomposer  ces  temps. 
Aussi  tout  ce  que  nous  dirons  sur  la  composition  et  la 
decomposition  des  mouvements  se  rapportera  presque  uni- 
quemcnt  au  cas  ou  ces  mouvements  seront  infiniment 
petits. 

Vitesse  angulairc,  —  Gonsiderons  le  mouveraent 
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continu  de  rotation  d'un  systeroe  rigide,  et  concevons  un 
plan  passant  par  Taxe  et  li^  invariablemeDt  au  systime. 
La  position  de  ce  plauxdeteriliiue  celle  de  tous  les  autres 
points,  et  pent  fetre  donnee  a  chaque  instant  par  Tangle  tp 
qu'il  fait  avec  un  plan  fixe  men^  pat  Taxe. 

Si  les  accroissements  de  cet  angle  sont  proportionnels 
aux  accroissements  du  temps,  le  mouvement  angulaire  du 
syst^Que  est  uniforme.  II  en  est  de  m^me  des  mouvements 
des  dif£§rents  points,  et  leurs  vitesses  sont  proportionnelles 
a  leurs  distances  a  Taxe.  On  nomme,  dans  ce  cas,  vitesse 
angulaire  du  systeme,  Tangle  decrit  par  le  plan  mobile 
dans  I'unite  de  temps  ^  cest  la  vitesse  de  tout  point  situe  a 
Tunit^  de  distance  de  Taxe. 

Si  le  mouvement  angulaire  est  varie  et  que  1' angle  (j^  soit 
une  fonction  quelcpnque  du  temps,  on  appellera  vilesse 
angulaire  a  un  instant  quelconque  la  limite  de  la  vitesse 
angulaire  moyenne  avec  laquelle  un  angle  iniiniment  petit 
serait  decrit  a  partir  de  cet  instant.  Sa  valeur  e«t  la  derivee 

de  Tangle  par  rapport  au  temps,  ou  -^^   el  Tangle  decrit 

dans  un  temps  infinimenl  petit  peut  etre  considere  comme' 
le  produit  de  la  vitesse  angulaire  par  ce  temps,  en  negli- 
geant  les  infiuimentpetits  d'ordre  superieur. 

26.  Remarque,  —  II  ne  faut  pas  perdre  de  vue  le  sens 
que  nous  avons  attache  a  la  composition  des  mouvement s. 
Nous  avons  suppose  que  le  corps  avait  deux  mouvements 
successifs,  dans  un  ordre  donne,  et  nous  nous  sommes  pro- 
pose de  determiner  la  position  a  laquelle  il  parvenait  apres 
leur  accompli ssement.  Quelquefois  on  dit  qu'un  corps  est 
anime  de  plusieurs  mouvements  simultanes;  mais  ce  Ian- 
gage,  obscur  par  lui-meme,  puisque  effectivement  un  point 
ne  peut  avoir  qu'un  mouvement  a  la  fois,  signifie  que  le 
corps  a  un  certain  mouvemeiU  par  rapport  a  un  systeme 
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rigide,  qui  lui*m^me  eu  a  un,  en  meme  temps,  jmr  rapport 
a  un  autre  syst&me  rigide,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'a  ce  que 
I'on  arrived  un  systime  immobile.  II  r^sulte  de  la,  pour 
le  corps,  un  certain  mouvement  dans  I'espace,  qui  est  con* 
tinu  si  lesautres  le  sont,  et  qui  rentredans  les  mouvements 
resultants  tels  que  nous  les  avons  definis.  En  effet,  consi- 
deroQS  tons  ces  mouvements  correspondants  a  an  mc^me 
temps  ^coule  :  coucevons  d'abord  que  le  corps  se  meuve 
^eul  et  aocomplisse  son  mouvement  dans  le  premier  sys-^ 
t&me;  qu'ensuite  ce  systeme  ex^ute  son  mouvement  dans 
le  second,  en  entrainant  avec  lui  le  corps  dans  la  position 
qu'il  y  a  prise  ^  qu^apris  cela,  le  secotid  systime  ex^ute  son 
mouvement  en  entrainant  le  premier  et  le  corps;  et  ainsi 
de  suite :  il  est  facile  de  voir  que  le  corps  se  tronvera  a  la 
fin  dans  la  position  ou  il  doit  ^tre  d'apres  les  donnees.  Mais 
chacun  des  mouvements^  que  nous  venons  d'indiquer,  des 
systemes  qui  entratnent  le  corps  fixement  lie  k  eux,  n^est 
autre  chose  qu^un  certain  mouvement  du  corps  lui-m^me, 
et  decomposable  en  un  mouvement  de  translation  suivi 
d^un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe.  D'ou 
Ton  voit  que  les  mouvements  simultanes  en  question,  que 
Tonappelle  quelquefois,  assez  improprem^nt,  des  mouve- 
ments dont  le  corps  est  anime  simultanement,  le  placent  a 
une  epoque  quelconque  dans  la  m^me  position  ou  il  arri- 
verait  par  la  composition  de  ces  mouvements  telle  que  nous 
FavoDS  definie,  c'est-a-dire  en  les  produisant  successive- 
ment,  et  dans  Tordre  que  nous  venons  d'indiquer. 
* 

27.  Cas  des  axes  concaurants,  —  Soit  OA  (Jig,  6)  la 
direction  d'un  axe  autour  duquel  un  systeme  rigide  lourue, 
d'une  quantite  angulaire  quelconque  i^a ,  le  sens  dc  la  rota- 
lion  elant  determine  de  la  roaniere  indiquee  precedcm- 
ment. 

Soit  de  mome  OB  un   second  axe  autour  duquel  Ic  svs- 
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teme  tourne.d'une  qiiantite  angulaire  2  6,quand  le  premier 
inouvemeaa[t  est  accompli.  Nous  allons  demon trer  que  le 
systeme.  arviverait^a  la  m^me  position  par  une  rotation 
unique^  autotir  d^un  axe  passant  par  le  m^me  point  O. 

En  ef&t,  menons  par  OA  un  plan  qui  fasse  avcc  le  plan 
AOB  un  angle  a,  du  c6te  de  OB;  et  par  OB  un  autre  plan 
faisant  avec  AOB  un  angle  S,  du  c6te  de  AO.  II  est  evident 
qu'apris  la  premiere  des  deux  rotations,  Tintersection  OD 
de  ces  deux  plans  aura  pris  la  position  symetrique  par  rap- 
port au  plan  AOB,  et  qu'apres  la  seconde  rotation,  elle 
aura  repris  sa  premiere  position^  Done  le  systeme  parvien- 
drait  a  la  seconde  position  en  tournant  autour  de  Taxe  OD. 

Si  les  rotations  se  faisaient  enordre  inverse,  Taxe  dela 
rotation  unique  qui  les  remplace  serait  symetrique  de  OD 
vpar  rapport  au  plan  AOB, 
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.  28.  Rotalians  infiniment  pelifes,  —  Ces  consequences 
oat  lieu,  quels  que  soient  les  angles  2  a,  a  S;  mais  nous 
jexaminerons  particuli^rement  le  cas  ou  ils  sont  infiniment 
p^tits.  Dans  Tangle  triedre,  form^  par  les  armies  O A ,  OB, 
OD,  les  sinus  des  apgles  BOD,  AOD  sont  entre  eux  comme 

sin  oc :  sin  S  -,  done  la  limitede  ^9  qui  est  le  rapport  des  vi- 

tesses  angulaires,  en  supposant  ces  angles  decrits  dans  un 
meme  temps,  est  egale  au  rapport  des  sinus  des  angles  for- 
mes avec  OB,  OA  par  la  limitede  la  direction  de  I'axe  OD, 
qui  se  trouve  dans  le  plan  OAB  lui-m^me,  Ainsi,  les  deux 
rotations  infiniment  petites,  dontle  rapport  des  vi tesses  an- 
gulaires est  connu,  se  composent,  dans  quelque  ordre 
qu^elles  soient  effectuees,  en  une  seule,  autour  d'un  axe 
dirige  suivant  la  diagonale  OP  du  parallelogramme  con- 
struit  sur  les  lignes  OM,  ON  (fig*  7),  proportionnelles  a 
ces  vilesses  angulaires,  et  portees,  a  partir  du  point  O,  sur 
les  axes  correspondants. 

II  ne  resle  plus  qu'a  connailrc  le  sens  et  la  grandeur  de 
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la  Vitesse  angulaire  dii  mouvement  resultant.  Pour  cela,  on 
choisira  un  point  quelconqae  I  sur  Taxe  OA,  autour  du* 
quel  s^est  efiectuee  la  premiere  rotation;  il  ne  se  depla* 
cera  qu'i  la  seconde,  et  il  d^crira  une  ligne  infinimentpe* 
tite  IL  perpendiculaire  au  plan  AOB.  Abaissons  les  per<- 
pendiculaires  IK,  IH  sur  OB,  OD.  Les  angles  infiniment 
petits,  dont  le  point  I  tourne  autour  de  OB  oude  OD,  pour 
parvenir  a  sa  position  L,  sont  dus  a  des  mouvements  de 
m^me  sens,  et  en  raison  inverse  delK  et  IH,  ou  de  sin  KOI 
el  sin  HOI,  ou  enfin  de  OP  et  ON.  Done  la  vitesse  angu- 
laire  resultante  sera  representee  par  la  diagonale  OP,  puis*- 
que  la  vitesse  angulaire  autour  de  OB  Test  par  ON.  De  plus, 
d'apr&s  ce  que  nous  avons  dit^  le  sens  de  la  rotation  autour 
de  OD  est  de  gauche  a  droite,  comme  autour  de  OB.  Done 
enfin,  si  Vonprend  sur  la  direction  de  deux  axes,  hpar^ 
tir  de  leur  point  de  concours,  des  grandeurs  qui  repre-^ 
sentent  les  "vitesses  angulaires  des  rotations  successii^s 
autour  de  ces  deux  axes,  la  diagonale  duparallelo gramme 
construit  sur  ces  deux  lignes  representera  la  direction  de 
Taxe  de  la  rotation  resultante,  et  la  grandeur  de  sa  i;i- 
tesse  angulaire. 

On  conclut  de  la  que  la  composition  et  la  decomposition 
de  rotations  en  nombre  quelconque  autour  d'axes  passant 
sur  un  mdme  point,  s^effectuent  de  la  m^me  maniere  que 
celles  de  vitesses  qui  seraient  dirigees  suivant  ces  axes^  et 
representees  en  grandeur  par  les  vitesses  angulaires  cor-r 
respondantes , 

29.  Cas  des  axes  paralleles.  —  Ce  cas  est  renferme 
dans  le  precedent  et  pourrait  facilement  s'en  deduire,  puis- 
que  des  paralleles  passant  par  des  points  donnes  sont  les 
li mites  de  droitcs  passant  par  ces  points  et  concourant  en 
un  mdme  point  qui  s'eloigne  a  Tinfini.  Mais  il/i'est  pas 
inutile  de  trailer  directement  ce  cas  particuUer. 
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Soient  A  et  B  (fig*&)  les  projections  des  deux  axes  paral- 
l^Ies  sur  un  plan  qui  leur  est  perpendiculaire,  et  aa,  2  6,  les 
angles  de  rotation  respectifs  que  Ton  peut  toujours  suppo* 
ser  moindres  que  deux  droits.  Menonsde  part  et  d' autre  de 
AB  et  sous  les  angles  respectifs  a,  €  quatre  droites  se  cou-^ 
pant  aux  points  U,U',  V,  V,  symetriques  deux  a  deux  par 
rapport  a  AB.  Remarquons  maintenant  qu'il  y  a  a  distin* 
guer  plusieurs  cas  difierents,  suiyant  le  sens  ou  Pordre  des 
rotations. 

Supposons-les  d'abord  de  m^me  sens,  et,  ce  qui  est  tou* 
jours  possible,  directs  pour  Tobservateur  du  c6te  pr^sent^ 
par  la  figure,  et  que  nous  nommerons  le  dessus  du  plan.  II 
est  evident  que  si  la  premiere  rotation  est  autour  de  A,  le 
point  U  sera  amen^  par  elle  en  U',  et  ramene  en  U  par  la 
seconde.  Ce  dernier  point  est  done  dans  sa  premiere  posi- 
tion apr^s  le  mouvement  total,  ainsi  que  la  droite  dont  il 
est  la  projection;  et  par  consequent  le  systeme  prendrait  la 
menie  position  par  une  seule  rotation  autour  de  Taxe  U. 
Quant  a  Tangle  de  rotation,  il  est  evidemment  a  a -ha  6. 
Car  la  ligne  AU,  par  exemple,  consideree  comme  liee  au 
systeme,  a  d'abord  tourne  de  Tangle  2  a,  et  est  venue  en 
AU'',  et  lorsque  la  seconde  rotation  s'eflfectue  autour  de  B 
dans  le  sens  direct,  AU'  tourne  du  m^me  angle  2  S,  dans  le 
sens  direct,  que  le  ferait  sa  parallele  en  B  5  ^t  par  consequent 
AU  fait,  apres  le  mouvement  total,  un  angle  2  a  H-  2  S  avec 
sa  premiere  position  :  et  il  en  sera  de  meme  pour  toute 
droite  du  plan  perpendiculaire,  passant  par  U  par  exemple. 
L'angle  de  rotation  est  done  aa  -+-  2  S,  etdans  le  sens  direct. 

Si  les  deux  memes  rotations  s'effectuaient  en  ordre  in- 
verse, ce  serai t  U'  qui  serait  Taxe  de  la  rotation  resul- 
lante.  Et  reciproquement  la  rotation  autour  de  U  ou  U' 
pourrait  ^ire  remplacee  par  les  deux  rotations  autour  de  A 
etB.  Supposons  maintenant  les  rotations  de  sens  difl'erenls. 

Pla9ons-rnous  du  cote   du  plan  perpendiculaire,    pour 
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lequel  la  plus  grande  rotation  est  dans  le  sens  direct,  ct 
soil  A  son  axe.  Les  points  de  rencontre  V,  V  se  projette- 
ront  en  dehors  de  AB  et  du  cote  de  A. 

Cela  pose,  si  la  rotation  auiour  de  A  sVfTectue  la  pre* 
miere,  le  point  V^  sera  transport^  en  V  quand  elle  sera 
achevee :  et  la  seconde  rotation  le  ram^era  a  sa  premiere 
position.  Le  mouvement  total  pourrait  done  6tre  produit 
paf  une  rotation  unique* autour  de  Taxe  V.  Cette  rotation 
sera  la  difference  2a  —  a  S  ;  car  si  on  considere,  par  exem^ 
pie,  1' angle  decrit  par  la  direction  AV,  il  sera  2a  apres  le 
premier  mouvement  dans  le  sens,  direct ;  et  comme  dans 
le  second  mouvement  toutes  les  droites  du  plan  d^rivent 
Tangle  26  en  sens  contraire,  il  en  sera  de  m^me  de  AV  qui 
retrogradera  de  ce  m&me  angle,  et  par  consequent  n^aura 
tourne  a  la  tin  que  de  Tangle  na  —  26  dans  le  sens  direct « 

Si  Ton  avait  commence  par  la  rotation  retrograde  autour 
de  B,  c'est  le  point  V  qui  serait  revenu  a  sa  premiere  po- 
sition, el  serait  par  consequent  la  projection  de  Taxe  de  la 
rotation  resultante,  qui  serait  toujours  la  m^me,  pour  le 
sens  et  pour  la  grandeur. 

30.  Si  les  deux  rotations  de  sens  contraire  etaient  egales, 
elJes  formeraient  ce  que  M.  Poinsot  appelle  un  couple  de 
rotations^  les  points  de  rencontre  V,  V  seraient  a  Tinfini, 
et  le  mouvement  ne  pourrait  plus  reellement  6lre  considere 
comme  eflectue  par  une  rotation  unique.  Mais  si  Ton  con- 
^oit  que  Tangle  6,  d'abord  plus  pelit  que  «,  tende  indefiiii- 
ment  vers  cette  valeur,  les  points  V,  V  s'eloignent  indefi- 
niment  de  A  sur  les  droites  AV,  AV,  et  les  rotations  autour 
des  axes  V,  V  tendent  a  devenir  des  mouvement s  de  trans- 
lation  perpendiculaires  a  AV,  ou  AV',suivant  Tordre  des 
rotations.  Un  couple  dc  rotations  pent  done  etrc  remplace 
par  un  mouvement  de  translation  perpendiculaire  au  plan 
mene  parallelement  aux  axes,  ct  sous  Tangle  a  avec  AB. 
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Pour  avoir  la  grandeur  de  la  translation,  il  suffira  de 
doubler  la  limite  de  la  perpendiculaire  abaissee  sur  BV 
ou  B\^',  du  point  A  qui  ne  se  meut  que  dans  la  seconde  ro- 
tation. Cette  valeurest  sABsina. 

Quant  au  sens  de  la  translation,  supposons  que  la  pre* 
miere  rotation  s'eflectue  autour  de  A,  auquel  cas  I'axe 
resultant  est  en  V'^  il  suffira  de  considerer  le  mouvement 
de  A  dans  la  seconde  rotation  qui  est  retrograde  autour 
de  6.  Le  mouvement  de  translation  est  done  du  c6te  de  AV 
qui  correspond  au  mouvement  retrograde  autour  de  B. 
Cette  direction  determinee,  qui  est  perpendiculaire  a  AV, 
est  celle  de  Vaxe  du  couple  de  rotation^  Si  Ton  s'y  place 
de  la  mani^re  convenue  precedemment,  et  qu'on  fasse 
tourner  le  plan  des  deux  axes  de  rotation  autour  de  cette 
droite,  de  mani&re  que  A  et  B  commencent  par  se  deplacer 
dans  le  sens  des  axes  qui  y  passent  respectivement,  Fob- 
servateur  apercevra  un  mouuement  direct, 

31.  Rotations  infiniment  petites.  —  Faisons  maintc- 
nant  la  supposition  que  les  rotations  autour  des  deux  axes 
paranoics  soient  infiniment  pelites ,  ce  qui  est  Ic  cas  qui 
nous  sera  le  plus  utile. 

Les  points  U,  U'  auront  pour  limite  commune  le  point O 
qui  partage  AB  en  deux  segments  tels  que 

Les  points  V,  V  auront  pour  limite  un  point  O'  siiue  sur 
le  prolongement  de  AB  du  c6ie  de  la  plus  grande  rotation, 

et  tel  que 

O'A       ,.      6 
O'B  a 

Et  il  faul  bien  remarquer  qu  alois  Tordrc   des  deux  i ola- 
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tions  est  indifferent,  puisque  les  deox  axes  correspondants 
aux  deux  ordres  sont  venus  coVncider. 

Les  autres  circonstances  restent  les  m^mes  que  dans  lo 
cas  de  rotations  finies.  II  est  evident  que  reciproquement 
une  rotation  pent  se  decomposer  en  deux  autres,  satisfai- 
sant  aux  conditions  qui  viennent  d^^tre  etablics,  et  que 
toute  translation  pent  ^tre  decomposee  en  deux  rotations 
formant  uii  couple. 

La  composition  des  couples  dc  rotation  ne  sera  autre 
chose  que  celle  des  mouvements  de  translation  repr^ntes 
par  leurs  axes,  et  s^effectuera  par  cons^uent  de  la  m^me 
mani^re  que  la  composition  des  vitesses;  il  en  serai t  dc 
mdme  de  leur  decomposition. 

Enfin  on  remarquera  qu'une  rotation  autour  d'un  axe  A 
pourra  toujours  ^tre  remplac^e  par  une  rotation  identique, 
autour  d'un  axe  B  parallele  au  pi^mier,  plus  un  couple  de 
rotations  dont  le  bras  de  levier  sera  la  distance  de  A  ^  B ; 
car  il  suffit  pour  cela  d'introduire  deux  rotations  autour  de 
Taxe  B  qui  soient  egales  a  la  premiere  et  de  sens  opposes, 
ce  qui  ne  change  rien  au  deplacement. 

32.  Reduction  generals  de  rotations  et  translations 
quelconques.  —  Quellesque  soient  les  rotations  et  transla- 
tions infiniment  petites  op^r^es  sur  un  systime,  elles  pen- 
vent  se  r^duire  a  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par 
un  point  arbitraire  O,  ct  une  translation  dependante  de  ce 
point. 

En  eflfet,  toute  rotation  autour  d'un  axe  pent  ^tre  chan* 
gee  en  une  rotation  identique  autour  d'un  axe  parallele 
men^parO,  plus  une  translation,  ou  un  couple  de  rota- 
tions, dependant  de  la  position  du  nouvel  axe.  Toutes  les 
rotations  composees  donneront  une  meme  rotation  result- 
tante  autour  dUin  axe  de  direction  constante^  quel  que  soit 
le  point  ou  Ton  ait  transporte  tous  les  axes.  Mais  les  mou- 
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vemeuts  de  translation  ou  couples  de  rotations  donnes,  com- 
poses avec  ceux  qu'on  a  introduits,  donneront  un  couple 
resultant^  ou  uue  translation,  variable  de  grandeur  et  de 
direction. 

Comme  il  existe  un  point  qui  arriverait  en  O  par  reflet 
de  loutes  ces  translations,  le  double  mouvement  auquel 
nous  venons  de  reduire  tous  les  mbuvetnents  partiels  des 
deux  genres,  rentre  dans  cclui  que  nous  avons  indiqile 
n°23,  pour  amener  tout  systeme  rigide,  d'une  position  a 
une  autre. 

33.  Cas  pdrticulier  ou  le  mou\fement  Jlni  est  parallele 
a  un  plan.  —  Si  tous  Ics  points  du  corps  se  meuvent  dans 
des  lignes  parall&les  a  un  meme  plan  et  que  Ton  con9oive 
une  section  faite  par  un  plan  fixe  parall^le  au  premier,  il 
en  resultera  une  figure  qui  se  mouvra  dans  ce  plan  fixe ;  et 
sa  position  determinant  celle  du  corps  m^me,  il  suffira  de 
considerer  le  mouvement  de  cetle  figure. 

Or,  il  est  facile  de  demontrer  que  tout  deplacemeut 
qu'elle  subira  pent  6tre  produit  par  une  rotation  autour 
d'un  point  determine.  En  etfet,  on  pourra  toujours  pro- 
duirece  deplacement,  par  une  translation  qui  amenera  un 
point  A  choisi  arbitrairement  dans  la  position  A'  qu^il  doit 
prendre  (^§.9)5  puis  par  une  rotation  convenable  a  a 
effectuee  autour  de  A'.  Menons  par  A'  une  droite  LM  per- 
pendiculaire  a  A  A',  et  deux  aulresdroites  faisant  de  part 
el  d'autre  de  LM  des  angles  egaux  a  a  5  puis  inscrivons 
entre  ces  deux  droites  deux  lignes  BB',  CC,  egales  et  pa- 
ralleles  a  AA'.  Les  deux  points  B,  C  consideres  comme  lies 
a  la  figure  auront  eie  Iransportes  en  B',  C  par  la  transla- 
tion 5  ensuite  la  rotation  amenera  B'  en  B  ouC  en  C,  sui- 
vant  qu'elle  devra  tive  executee  dans  un  sens  ou  dans  Tau- 
tre.  Supposons  qu'elle  soit  directe,  B'  reyiendra  en  B,  et  le 
systeme  arrivera  dans  la  position  quMl  doit  avoir,  sans  que 
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le  point  B  quitle  sa  premiere  position,  et  par  consequent, 
par  une  simple  rotation  aulour  du  centre  B,  dont  la  posi- 
tion est  entierement  deterniinee  par  la  construction  prece- 
dente.  Le  corps  aura  ainsi  efieciue  une  simple  rotation 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan.  Si  la  rotation 
precedait  la  translation,  le  resulut  serait  different,  et  re 
serai t  B'  qui  serait  la  projection  de  I'axe  de  rotation. 

La  question  que  nous  venous  de  traiter  est  renfermee 
dans  celle  du  mouvement  d*une  figure  sur  une  sphere,  la- 
quelle  avait  et^  traitee  pour  la  premiere  fois  par  Euler. 

34.  Reduction  generate  a  un  mouvement  helico'idaL  — 
Nous  avons  d^a  reduit  tout  deplacement  fini  a  deux  au- 
tres,  le  premier  de  translation,  le  second  de  rotation,  n^  23. 
D^composons  le  premier  en  deux,  Tun  parallele  a  Taxe  de 
rotation,  Tautre  perpendiculaire.  Ces  deux  mouvements 
pouyant  etreeffectues  dans  un  ordre  quelconque,  nous  com» 
mencerons  par  la  translation  parallMe  a  Taxe;  ii  restera 
une  translation  et  une  rotation  perpendiculaire  a  Taxe,  qui 
secomposeront,  comme  on  vient  de  le  voir,  en  une  simple 
rotation  autour  d'un  axe  parallele  au  premier. 

Tout  mouvement  est  done  reductible  a  une  rotation  au* 
tour  d'un  axe  et  une  translation  parallele  a  cet  axe;  et  par 
consequent  le  deplacement  pent  £tre  produit  par  un  simple 
mouvement  heli90i'dal. 

On  reconnail  facilement  que  cette  translation  parallele  a 
Taxe  est  la  projection,  sur  cet  axe,  de  la  premiere  transla- 
tion a  quelque  jK>int  qu'elle  se  rapporte.  EUe  est  toujours 
la  meme  et  egale  a  laquantite  communedont  tons  les  points 
du  corps,  en  passant  de  leur  premiere  position  a  la  seconde, 
se  sont  eloignes  d'un  mi^me  plan  perpendiculaire  a  la  direc- 
tion deterniinee  de  Taxe.  En  (in  elle  est  la  plus  petite  trans- 
lation possible,  puisqu  elle  est  la  projection  de  toutes  les 
autres. 
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35.  Moui^ement  continue  parallelenient  a  unplanjixe. 
—  Ce  mouvement  peut  ^ire  reduit,  comme  nous  I'avons 
deja  dit,  a  celui  d'une  figure  plaue  dans  son  plan.  Decom- 
posons  le  temps  en  ^lemenis  infiniment  petits.  Le  mouve- 
ment opcre  dans  chacun  de  ces  intervalles  pourra,  comme 
nous  Tavons  demonire,  ^tre  consider^  comme  une  rotation 
efiectuee  autour  d^un  point  determine^  que  Ton  nomme 
centre  instant ane  de  rotation^  et  Tensemble  de  ces  centres 
a  pour  limite  un  lieu  g^ometrique  continu ,  entierement 
determine,  et  immobile  sur  le  plan.  Si  maintenaut  on  con- 
sid^re  tons  les  points  lies  a  la  figure  mobile,  qui  sont  venus 
successivement  coincider  avec  les  points  du  premier  lieu  a 
Tinstant  ou  ils  etaient  centres  de  rotation,  on  aura  un  se- 
cond lieu,  invariablement  lie  avec  la  figure  mobile,  et  se 
deplacant  sur  le  plan.  Si  Ton  connaissait  le  mouvement  de 
ce  lieu,  il  determinerait  reciproquenient  celui  de  la  figure 
qui  lui  est  liee.  Or  nous  allons  voir  qu'il  peut  ^tre  Ires- 
simplement  defini. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,  E,  P,  etc.  (fig^  lo),  les  po- 
sitions successives  des  centres  de  rotation  correspondants 
aux  divers  intervalles  de  temps^  A',  B',  C,  D',  etc. ,  les  points 
li^s  a  la  figure,  et  qui  viennent  coincider  respeclivement 
avec  les  premiers,  a  Tinstant  ou  ils  de  viennent  centres  de 
rotation.  Lorsque,  par  exemple,  B'  est  enB,  la  figure  tourne 
autour  de  B  jusqu'a  ce  que  C  vienne  en  C  *,  alors  elle  toume 
autour  de  C  jusqu'a  ce  que  D'  vienne  en  D,  et  ainsi  de 
suite.  D  ou  il  resulte  que  ces  deux  polygones  ont  les  c6tes 
egaux  et  roulent  Tun  sur  Fautresans  glisser,  tandis  que  la 
figure  arrive  successivemeut  a  toutes  les  positions  qu'elle 
doit  avoir  aux  instants  consideres. 

Supposons  maintenaut  que  les  intervalles  de  temps  dimi- 
nuent  ind^finimeni;  les  deux  polygones  tendent  a  devenir 
deux  courbes  d^terminees,  Tune  fixe,  Tautre  mobile  avec  la 
figure   a  laquclle  elle   est  invariablement  liee.  Ces  deux 
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courbes  soiu  constamment  tangentes;  des  arcsegatiip  de  ces 
courbes  s'enraulent  les  uns  sur  les  autres,  et,  par  conse- 
quent, il  n^  a  pas  glissement. 

Si  done  on  adapiait  a  la  figure  donn^  la  courbe  Ifeu  des 
centres  instantanes  relativement  a  cettc  figure,  il  sufBrait 
de  faire  rouler,  sans  glisser,  cette  figure  sur  celle  qui  e^t  le 
lieu  des  m&mes  centres  sur  le  plan  fixe  ^  et  la  figure prendrait 
ainsi  le  mouvement  qu'elle  doit  r^ellenient  avoir. 

Pour  avoir  le  mouvement  du  corps  lui-m^mc,  il  sufSra 
de  considerer  les  deux  surfaces  cylindriquei  qui  se  projet- 
tent  sur  le  plan  fixe,  suivant  ces  deux  courbes,  et  de  les 
faire  rouler  Fun  sUr  Taulre  sans  glisser. 

36.  Moui^ement  continu  ant  our  d*un  point Jixe.  —  Ce 
mouvement  pent  ^tre  decompose  en  une  infinite  d^autres 
efiectu^s  dans  des  intervalles  de  temps  infiniment  petits,  et 
qui  peuvent  ^tre  consider^s  comme  ajant  lieu  autour  d'axes  ^ 
successifs  infiniment  voisins;  chacun  de  ces  axes  pent  ^tre 
considere  comme  li^  au  corps  dans  la  position  ou  il  est  re- 
lativement a  lui  a  Tinstant  ou  il  devient  axe  de  rotation. 
On  a  ainsi  deux  syslemcs  de  droites,  Tun  immobile  dans- 
Fespace,  Tautre  fixement  lie  au  corps  mobile.  Ce  second 
systeme  constitue  une  surface  pyramidale,  a  faces  infini- 
ment etroites,  qui  vicnnent  successivement  coi'ncider  avec 
celles  d'une  surface  pyramidale  fixe.  Les  deux  systemes 
formenl  a  la  li mite  deux  surfaces  coniques.  Tune  fixe, 
Tautre  liee  au  corps  et  toujours  tangente  a  la  premiere 
suivant  une  genera  trice,  puisque  les  surfaces  dont  elles  sent 
les  limites  avaient  toujours  une  face  commune. 

II  est  facile  de  voir,  en  outre,  qu' elles  ne  glissent  pas 
Tune  sur  Tautre.  C'est  en  effet  une  consequence  imme- 
diate de  ce  que  des  faces  ^gales  de  surfaces  polyedriques 
s'appliquant  toujours  les  unes  sur  les  autres,  les  surfaces 
coniques  qui  s'enrouleront  les  unes  sur  les  autres  seront 
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elles-memes  egales,  et,   par  consequent,  il  u*y  a|ira  pas 
glissement. 

D'ailleurs  la  generatrice  commuue  etant  Taxe  instantane 
de  rotation  a  une  vilesse  nulle,  et,  par  consequent,  ne  peut 
se.deplacer  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  dans 
I'lniervalle  de  temps  du  premier  ordre,  pendant  lequel  a  lieu 
une  rotation  du  m^me  ordre  :  ce  qui  eicclut  tout  glissement. 

On  peut  done  se  repr^enter  le  mouvement  d^'un  corps 
autour  d'un  point  fixe,  com  me  determine  par  le  roulement 
d*un  c6ne  fixement  lie  a  ce  corps,  sur  un  c6ne  immobile 
dans  Tespace,  ayant,  comme  le  premier,  le  point  fixe  pour 
sommet. 

On  renlrerail  dans  le  cas  precedent  en  supposant  le  point 
fixe  a  Tinfini. 

37,  Mouvement  continu  en  general,  —  Les  mouvemeuts 
infiniment  petits  dans  lesquels  on  decomposera  le  mouve- 
ment, peuvent  ^tre  rameues  d'une  infinite  de  mani&res  a  une 
translation  et  une  rotation;  nous  nous  bornerons  a  consi- 
derer  celle  ou  la  translation  est  parall^le  a  Taxe  de  rota- 
tion. M.  Poinsot  n'a  pas  cru  devoir  parler  de  ce  cas,  parce 
que  la  marche  a  suivre  est  la  m&me  que  dans  les  precedents, 
et  que  cela  Tauraitecarte,  sans  aucuu  inter6t,  de  son  objet. 
L^ensemble  des  axes  de  rotation  et  de  glissement  forme  une 
surface  reglee  dans  Tespace,  et  une  autre  dans  le  corps 
mobile.  Toutes  les  generatrices  de  la  seconde  viennent  suc- 
cessivement  s'appliquer  sur  celles  de  la  premiere;  et,  en 
supposant  que  la  rotation  soit  executee  apres  la  translation, 
une  generatrice  de  la  seconde  viendra,  par  une  rotation, 
s'appliquer  sur  sa  correspondante,  sur  laquelle  elle  glissera 
d'abord  en  entrainant  le  corps  dans  sa  translation,  et  au- 
tour de  laquelle  elle  tournera  ensuite  jusqu^a  ce  que  les 
deux  generatrices  suivantes  soient  venues  coi'ncider;  et 
aiusi.  ele  suite. 
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Or,  au  moment  otk  la  rotation  autour  d'une  gen^ralrice 

commune  a  amene  une  seconde  generalrive  a  coincider,  les 


deux  surfaces  on  t  deux  generatrices  commuoes, 


par 


consequent,  sonl  langenlcs  dans  loute  T^lendue  de  ces  g^ 
n^ratrices.  On  pent  done  dire  que  le  mouvcment  du  corps 
peut  fiire  realist  par  le  mouvement  d'une  surface  reglee, 
liee  a  ce  corps  sur  une  autre  surface  rcgl^  fixe  dans  Tes- 
pace,  a  laquelie  elle  est  tangente  suivant  toute  une  g^nex-a- 
trice,  ct  sur  laquelie  ellc  roule  en  glissaot  le  long  de  cetie 
gen  era  trice. 

Le  rapport  du  glissement  a  la  routloo  depend  de  la  na- 
ture da  mouvenientet  peut  mgme  ^trc  nul.  Si  luiit;  dei 
surfaces  est  developpable,  il  est  clairquc  rauird'cst  au>.>i, 
puisque  leurs  elements  coincident  dans  loute  leur  longiu^ur. 

On  rentre  dans  le  cas  precedent  s'il  y  a  un  poitil  fi:ie 
dans  le  corps;  les  deux  surfaces  devicnn.-ni  iles  coiks,  ct 
)e  glissement  est  nul. 

Dimonstralion  analylique  des  propositions  pricidrnttv; 

38.  II  n'est  pas  inutile  de  voir  comment  les  principales 
propositions  qui  viennent  d'etre  ctablics  sur  le  mouvement 
d'un  corps  solide  peuvent  Stre  demontr^  par  le  calcnl. 
Nous  d^terminerons  la  position  du  corps  a  cbaquc  inslaot, 
au  moyen  des  coordonnees  rectangulaires  d'un  point  quei- 
oonque  O  li^  a  ce  corps,  et  des  angles  formes  avec  les  axes 
fixes  desx,  ^,  z,  par  trois  axes  rectaogulaires  de  coordon- 
nees ^ -.y"-,  s',  lies  invariablement  au  corps  et  passant  par 
le  point  O. 

Soient  rt,ft,  c^a',h' ,  c',  <t",h",  c"Ies  cosiuus  des  angles 
queformentles  axes  des  ^',y,  e' respectivement  avecceux 
des  x^y,z,  et  £,  n,  f  les  coordonnees  du  point  arbitraire  du 
syst^me  mobile  par  lequel  on  mene  les  axes  des  x'  ,y\  e^ 
don t  on  a  choisi  la  directiou  dans  le  corps,  independam- 

4. 


33  IHTItODUCTIOK. 

menl  du  point  O  par  le(|upl  on  les  fait  passer.  On  aura, 
entre  Ics  coordoniiees  d'un  point  quelconque  M  dans  1m 
deux  Sjrstimes  d'axes,  les  relations  conhues 

yssn+a'x'-^b'y  +  c's', 

(  .=:5+n''y+fr''y  +  c"»'. 

Condid^rons  nn  point  d^termin^  du  spieme  pour  lequel, 
par  consequent,  x',jr',  a'sei-oniindependanls  do  temps  t. 
Supposous  que  t  augmente  d'une  quantity  tinie  Af,  et  d^- 
signons  par  la  carscieristique  A  les  accroissemenls  finis 
correspondants  des  auires  variables.  Les  equations  (i)  don- 
neront 

a/  =  iB  +  yAfl'  +/Ay +  i'Ac', 

A  s  =  A  t  +  3:'  A  n"  +  j'i  6"  +  i'  Ac". 

Les  premiers  membres  de  ccs  equations  sont  les  compo- 
sanles  du  diplacement  de  ce  point,  parallelement  aux  axes 
fixes;  les  premiers  termes  des  trois  seconds  membres  sent 
les  composantes  du  deplacementde  O ;  el  ii  est  facile,  comme 
nous  allons  le  voir,  d'inierpreler  les  trois  derniers  termes 
dechacundes  seconds  membres.  Eaeflet,  si  en  sapposant  le 
point  O  fixe,  on  change  la  direction  des  axes  X',  Y',  Z', 
de  maniereqoedaDsleteTnpsAclescosiDUSfi,^,  c,  a',  etc., 
varient  des  mfimesquaniit^s  Aa,  A£,  etc.,ilfaudralaisser 
^,  v,  ^constants  dans  les^uations(i),et  les  seconds  mem- 
bres des  ^uations  (3)  seront  nkluits  k  laseconde  partie  que 
iioiis  cherchons  a  interpreter,  D'oii  Ton  voil  que  ces  se- 
londes  parties  ne  sont  autre  chose  que  les  composantes  du 
(leplacement  que  prendrait  ie  point  quelconque  M  si  I'on 
(lonnait  au  sysidme  un  mouvement  autour  du  point  fixe  O, 
qui  fit  changer,  dans  le  temps  At,  le^  inclinaisons  des  axes 
X,  ,*^',,  Z,  de  la  miinte  mani^re  que  dans  le  deplaeetnent 
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V«el.  II  auffit  done,  pour  amener  chaque  point  dans  sa  veri* 
table  position,  de  faire  ex^uter  au  corps  I«s  deux  mouve- 
ments  saccessifs  qui  produiront  cesdeux  oomposantes  pour 
chaque  point.  D^ou  resulte  cette  proposition  generate  : 

Tout  depiacenient  fini  d'un  sysieme  rigide  peut  Sire 
produU  en  lui  donnant  dahord  un  mouvemeni  de  trans-' 
latian  qui  amene  un  quelconque  de  ses  points  dans  la  po-- 
sHion  quil  doit  (woir  ^  puis  un  moui^ement  de  rotation  au- 
tour  de  ce  dernier  point,  moui^mefU  qui  esc  le  mSme,  quel 
que  soit  le  point  choisiy  etne  depend  que  des  changements 
de  direction  des  lignes  dusysteme, 

II  est  evident  qu'on  aurait  pu  eiTectuer  d*abord  la  roia-> 
don  autour  du  point  O  pris  dans  sa  premiere  position,  puis 
efiecluer  la  translation  ;  les  valeurs  de  Ax,  AjTj  Az  se- 
raient  les  m^mes,  et,  par  consequent,  le  systeme  arriverait 
a  la  meme  position.  C'est  ce  que  Ton  reconnaitrait  d'ailleurs 
immediatement  par  la  geometric. 

39.  Simplification  du  mouv^ement  autour  dun  point. — 
II  est  facile  de  voir  que  tout  deplacement  du  corps  autour 
du  point  fixe  O  peut  6tre  produit  par  une  rotation  autour 
d'un  axe  passant  par  ce  point. 

En  effet,  en  supposant  le  point  O  fixe,  les  equations  (2) 
donnent  pour  Ar,  A^,  Az  des  valeurs  qui  seront  nuUes 
pour  tons  les  points  du  corps  qui  satisferont  aux  equations 

Ij;'Aa  -hj'A^  4-z'Ac  =0, 
a:'Afl'-h^'A6'4-*'Ac'=o, 
jc' Ah^-h/  A^^-f-  a'  A  €"=  o. 

Tons  ces  points  auront  done  la  m^me  position  avant  et 
apres  le  deplacement.  Si, en  eliminani  x\y'^  et,  par  suite, 
z',  entre  ces  trois  equations,  I'equation  de  condition  resul- 
tanle  est  salisfaite,  il  y  aura  une  infinite  de  valeurs  dex', 
y* ^  z'  satisfaisant  aux  equations  (3)  et  qui  correspondrout 
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a  des  points  en  lig»e  droite  avec  rorigine  O;  sinoa,  rori-^t 
gine  settle  satisferait.  Or  nous  allons  voir  que  cette  equation 
de  condition  est  satisfaite^  d'ou  il  resultera  que  tous  les 
points  d'une  certaine  droite  passant  par  O  ont  conserve  leur 
position  premiere  apresledeplacement,  et,  par  consequent, 
que  ce  deplacement  pent  etre  opere,  en  faisant  tourner  le 
systeme  autour  de  cette  droite  fixe. 

£n  efFet)  les  quan tiles  a,  &,  c,  a\  etc.,  satisfontconstam- 
ment  aux  equations  suivantes  : 

D'ouTon  tire,  en  donnanl  a  a,  i,  c,  etc.,  les  accroisse- 
ments  Aa,  A&,  etc.,  puis  retranchant  les  equations  pre- 
cedentesy  et  divisant  par  2, 

(4)  I  {b•+-i^b)^b^(b'•+-i^b')^b'^(b''^i^b'')^b''=o, 

a^b'^b^a-h  a'^b'-^  b' ^a' ^  a^'^b"-^  b"  \a'' 
-4-AaA^-+- Afl'A^'-h  Afl"A^"=:=0, 

flAc-f-cAfl-f-a  A^^-hc'Afl'-h  rt"Ac"-f.c"A«" 
«h  A«Af  H- Afl'Ae'-H  Aa"Ac"=:o, 

b^c^ e^b-k-  b'^c'-\'C't!,b''^b''^c"-hc\^b'' 
-f-  A^Ac-h  A^'Ac'-j-A^/'Ac'^rriO. 


(5) 


Cela  pose,  multiplions  les  equations  (3)  respectivement 
par  a  -h  7  A  a,  a'-f-^  A«',  a"  4-  t  Aa'^  et  ajoutons-lei  \  nous 
aurons,  en  vertu  de  la  premiere  equation  (4), 

y  [(«  ^  ^  ^a)\b  -4-  («'  -hi  Afl')  A^'^  (fl'^-h  i  Afl'')  \b"] 
4-«'[(rt-f-fArt)Af  4-(/?M-TArt')Ac'-f-(rt''-f-  iA«")Ac'']r=o. 

On  trouvcrait  deux  autres  equations  en   mulliplianl  les 
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equations  (3)  saccessivetnL-iii  par 

b  +  '-^b,    fr'+j  ai',    i"+  ;  aA", 
et  par 

c-i-\ic,    e'+;ic',    <.-"-(-;i£". 

On  pourraaiiisi  remplaccr  les  liquations  (3)  par  Its  sui- 
V antes  : 

(  y  (a  Ub  +  a'  \b'  +  a"  lib"  +  ':j^a\b+  ij^a'  ib'  -i-  -j&a"Ab" ) 
\-i-z'{a\c+a'li^+a"lki:"+\^&c-\-~lka'Xc'-^\^"lt/']=^0, 

Nous  posei^ns,  pour  abreger, 

ii4c  +  a'4c'  +  (i''4c''  +  j4<7Ac+  ;4n'4c'+  J  Aa'A c' =  </ , 
fi4a  +  6'art'  t-ft"4o"H-|a64a4-4AA'4rt'+^4  6"4rt"  =  r, 

d'ou resultera,  d'apris les equalious  (5), 

Iblc  +  b'&.c'+  b"^c"  +\!iblr+\^b'\c'  +  \Xb^&c"  =:—p, 
cin  +f'4a'  +  c"4a''-(-  J  4r4/j  +  |4c'4ff'+ ;  4a"46"=  —  y, 
n46  +  «'it'+n''flJ"+i4o4A  +  i4a'At'-|-|Ac''4a''=  ~  r. 

Cela   pose,   les  equations   (6), qui  sont  equivalentes  aux 
liquations  (3),  s'ecriront  ainsi  : 

i  q^'  —  rj'  =  o, 

(9)  .  rar* -/«'==  O, 

Or  il  est  facile  de  recounaitre  que  ces  equations  se  redut- 
sent  a  deux^  car,  si  I'oD  multiplie  la  premiere  par  p,  la 


/ 
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seconde  par  9,  la  troisjeme  par  /*,  et  qu'oQ  les  ajoute,  on 
aura  une  equation  qui  pourra  ^tr^e  substiluee  a  I'une  des 
trois;  et  comme  elle  est  identique,  les  trois  equations  se 
reduisent  a  deuic.  Le  nombre  des  solutions  est  done  infini, 
et  le  lieu  des  points  qu*elles  representent  est  une  droite 
passant  par  le  point  de  rencontre  des  axes  %\  T',  Z'. 

Les  equations  (9)  sout  done,  par  rapport  aux  axes  X', 
Y',  Z^,4es  equatiODS  de  Taxe  autour  duquel  il  faudrait  faire 
toumer  le  syst^me  pour  Tamener  dans  la  position  ou  il 
arrive  quand,  le  point  O  restant  fixe,  les  cosinus  a,  by  c, 
a',  etc.,  prennent  les  accroissements  Aa,  A&,  etc. 

II  est  done  demontre  que  : 

Tout  deplacement  d^itn  systeme  rigidepeut  dtre  produit 
par  un  mouuement  de  translation  qui  amene  un  quel- 
conque  de  ses  points  dans  la  position  qu*il  doit  ai^oir^ 
suii^i  d'un  mou^ement  de  rotation  autour  d'un  axe  pas^ 
sant  parcfi  dernier  point,  et  independant  du  point  choisi. 

Les  cosinus  des  angles  de  Taxe  ie.  rotation  avec  les  axes 
X',  Y',  Z',  sont  proportionnels  a  /?,  q^  r,  et  ont  par  conse- 
quent pour  valeurs 


Le  m^me  axe  fait  ayec  les  as^es  des  x,  y^  z  des  angles  dont 
les  cosinus  seront,  par  suite, 

ap  -^  bq  -\r'  cr       a'p  -^b^  q-^c'r       a"p  '■\-  b"  q  -^r  c"  r 
Slp^-^q^-h  r'  ^/^-^q^-^r^  ^p^  -+•  q^ -h  r^ 

40.  Valeur  de  la  rotation,-^  11  suffit  de  connaitre  Tangle 
dont  tourne  la  perpendiculaire  abaissee  d'un  point  quel- 
conque  sur  I'axe  de  rotation.  JNous  prendrons  a  cet  effet  un 
point  situe  sur  Fun  des  trois  axes,  a  la  distance  i  de  Tori- 
ginc  O  :  considerons-le  par  exemple  sur  Taxe  des  z.  La  dis- 
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tauc«  d«  ce  point  a  I'axe  est  le  sinus  de  Tangle  de  eel  i\e 

avec  OZ,  ou  -■  j  la  droite  qui  joint  la  premiere 

Vp'+q'  +  r' 
el  la  seconde  position  du  m6me  point  est  ^Aa:*-J-A)''H-A3*, 
les  quantites  Ax,  Ay,  Az  eianl  donnees  par  les  equa- 
tions (a)  dans  lesquelles  A^,  Ar,,  A^,  a:',  y'  sonl  suppo- 
ses nals,  et  z'=  i ;  ce  qui  donne,  pour  la  longueur  de 
cette  droite, 

v'4c'  +  4c"-|-it"'. 

Mais  cette  m^me  longueur  divis^  par  la  distance  du  poini 
a  I'axe  de  rotation  donne  le  double  du  sinus  du  demi-aogle 
de  rotation,  que  je  designerai  par  u;  on  aura  done 

■     '      —  V^'^'^-'-  Ac''-^  Ac"'  \/p'H- ?'  +  *-' . 

mais  on  aurait  de  m£me  trouve,  en  choisiseant  le  point  sur 
les  axes  desx'  ou^'. 


V/.'- 


I  resultc 

ia'+la''-t'&a'"       4i'-(-4  6''+4  6"       A. 


flfl"'  4-  4  ft'  +  A  fr"+  4  fi"'  +  Ac'  +  Ar' 


L'angle  ti>  sera  done  cxprime  par  la  formule  suivante,  au 
iMoyen  des  donuees  imutediates, 

(lo)     »ii  -w— — pv'a«Vll""-t-ao"'-l-a6V4*"-T-A*"-+4e'-t.Ai"-Kic'" 


{ 
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H .  Les  deplaccmcnls  de  tons  les  points  ortl  des  piv- 
jections  egales  siir  I'axe  de  rotation.  —  En  eilet,  conce- 
vons  un  plan  fixe  perpendiculaire  a  cet  aice;  lous  les  puints 
du  systime  s'en  eloignent  ou  s'en  rapprochent  ^galement 
par  la  traDsIaiion  comniune.  Or  la  rotation  qui  suit  nc 
change  pas  leur  distance  a  ce  plan  qui  est  perpendiculaire 
a  I'axc.  Done  les  deplacemenis  dc  tous  les  points  donuent 
une  mSme  projection  sur  I'ase.  II  en  r^sulie  que  si,  par  un 
inline  point  de  I'espace,  on  menait  des  druites  paiallMes  ct 
egales  aus  deplacements  de  lous  les  points  du  systeme,  les 
extremit^s  de  touies  ees  lignes  seraient  dans  un  m^me  plan 
perpendiculaire  a  I'axe  i  el,  par  consequent,  il  suffirait, 
pour  avoir  la  direction  de  cet  axe,  de  mener  par  un  m£me 
point  des  droites  egaies  el  parall^les  a  trois  deplacements, 
non  parallMes  a  un  mSme  plan;  de  faire  passer  un  plan 
par  leurs  exiiemitcs  qui  ne  seront  pas  en  ligne  droite,  et 
d'elever  une  perpendiculaire  a  ce  plan. 

Si  Ton  commence  par  donner  au  syst^me  un  mouTement 
de  translation  paratl^le  a  I'axe  et  ^al  a  la  projection  des 
deplacemenis  reels  sur  I'axe,  le  sysleme  ne  devra  plus  se 
mouvoir  que  paratlelemeut  k  un  plan  perpendiculaire  a  cet 
axe;  d'oii  resulte  cettc  proposition  : 

Tout  moufenienl  d'un  corps  soUde  pout  €tre  produit 
par  deux  niouvetnents  successifs,  le  premier  perpendicu- 
laire a  un  certain  plan ,  et  le  second  parallele  &  ce  m€me 
pla„. 

42.  Mouvement  d'un  sysleme  parallelement  h  un 
plan.  —  Nous  avons  d^montr^,  parune  construction  tres- 
siniple,  que  quand  ce  mouvemeiit  ne  consisle  pas  en  une 
simple  translation,  il  pent  se  rediiire  a  une  rotation.  C'esl 
aussi  ce  que  Ic  cal<:ul  demonire  facilement. 

En  ell'el,  en  prcnani  les  axcsdesa::,y,  x',  y'dansle  plan 
donne,  les  equations  gencralcs  (i)  peuvcnt  etre  mises  sous 
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la  forme  conuue 

X  =  ^  -\-x'  COS  a  — x'  sin  a , 
>-==>]  -I-  x'  sin  a  -I-  j^  cos  a , 

a  designaDt  Tangle  de  r axe  des  x'  ave(;  Tiixe  des  x.  Or  il 
est  facile  de  voir  qu'il  exisle  un  point  qui  a  la  ni^inc  posi- 
tion avantetapres  le  deplacement;  car  il  sufGt  de  deter- 
miner x',  y  par  les  conditions  Ax  =o,  Ar  =  o,  qui 
donnent 

A 5  -f-  J?'  A  cosa  —  /'  A  sin  a  =  o , 

A>j  -h  x'  A  sin  a  -4-  jr'  A  cosa  ^  o . 

Ces  eqna lions  determinent  un  seul  systeme  de  valeurs 
de  x'j  j',  et,  par  consequent,  un  seul  point  du  systeme 
ayant  la  m6me  position  apres  et  avant  le  deplacemeiit.  Les 
coordonneesde  ce  point  ne  peuvent  jamais  ^tre  infinies, 
parce  que  Icur  d^nominateur  commun  est 

(A  cosa)'  -h  (A  sin  a)", 

et  ne  peut  jamais  &tre  nul,  a  moins  toutefois  que  Ton  n'ait 

Acosa  =  o,     Asina  =  o, 

ce  qui  supposerait  que  Tangle  a  est  restelememe,  et  que, 
par  consequent)  le  mouvement  consiste  dans  une  simple 
translation.  D'ouse  conclut  cette  proposition  : 

Tout  deplacement  d^un  corps,  dans  lequel  ses  points 
restent  dans  des  plans  paralleles  a  un  plan  fixe^  et  qui 
ne  consiste  pas  dans  une  simple  translation^  peut  4tre 
produit  par  une  rotation  autour  d^un  axe  perpendicu- 
I  aire  d  ce  plan, 

43,  Tout  deplacement  peut  etre  produit  par  un  mou-- 
vement  helicoidal.  —  En  effct,    lout   deplacement   d'un 


6o  IDiTBODUCTIOir. 

corps  peat  dtre  produit  par  une  translation  suivie  d'une 
rotation  autour  d^un  axe  de  direction  fixe.  Or  cette  transla- 
tion peat  ^tre  remplacee  par  deux  autres  successives  :  I'une 
parall^le  a  Taxe  et  de  grandeur  invariable,  Fautre  perpen- 
dicnlaire  a  raxeei^dependant,  ainsi  que  la  position  absolue 
de  Taxe,  du  point  choisi  pour  determiner  la  translation. 
Cette  derniere  translation  et  la  rotation  determinant  un 
mouvement  parallele  a  un  plan  perpendiculaire  a  Taxe, 
peuvent  kite  remplacees  par  une  simple  rotation  autour 
«  d'une  parallele  a  cet  axe.  Done  ; 

Tout  deplacement  d^un  corps  peut  6tre  effectue  en  le 
liant  h  une  droite  fixe  et  le  faisant  glisser  le  long  de 
cette  ligne,  puis  tourner  autour  d'elle^  et  ces  deux  mou- 
i^ements  successifs  peuv^entStre  remplaces  evidemment par 
un  mouvement  helicoi'dal. 

Cette  proposition  est  demontree  ici  pour  un  deplacement 
fini  quelconque.  Elle  n'ayait  ete  consideree  precedemment 
que  dans  le  cas.  le  plus  generalement  utile,  d'un  deplace- 
ment infiniment  petit. 

44.  Les  quantites  p^  9,  r  ont  entre  elles  des  relations 
qui  peuvent  servir  quelquefois  a  la  simplification  des  for- 
mules,  et  que  nous  aliens  faire  connaitre.  Soit  O  {fig»  1 1) 
le  point  de  rencontre  des  axes  mobiles  X',  Y',  Z'5  suppo- 
sons-le  fixe,  et  menons  trois  axes  OX,  OY,  OZ  paralleles 
aux  axes  fixes.  Soit  01  Taxe  autour  duquel  s'opererait  la 
rotation  qui  amenerait  le  systeme  dans  la  position  deter- 
mineepar  les  accroissements  Aa^Ab^  etc. ^  les  cosinus 
des  angles  de  OI  avec  les  axes  X',  Y',  Z'  sont  proporlionnels 
a  py  q^  r.  Concevons  que  trois  axes,  coincidant  d'abord 
avecX,  Y,  Z,  soient  lies  a  X',  Y',  Z'  et  entraines  avec  eux. 
Soient  Xi,  Yi,  Zi  les  positions  de  ces  nouveaux  axes  apres  le 
deplacement  effectue.  Prenons  sur  OX,  OXi  les  longueurs 
OA,  OAi  egales  a  i  ^  le  point  qui  etait  en  A  avant  la  roia- 
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tion  sera  arrive  en  Ai ,  et  par  consequent  AAi  fera  un  an- 
gle droit  avec  Taxe  01. 

Or  les  axes  X',  Y',  Tj\  dans  leur  noavelle  position,  font 
avec  OXi  les  m&mes  angles  qu'ils  faisaient  primitivement 
avec  OX,  puisque  OXi  qui  leur  est  lie  coi'ncidait  d^abord 
avec  OX;  les  cosinusde  ces  angles  sont  done  a^h^c^  Ces 
m^mes  axes  font  avec  OX  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
a  +  Aa,  &  +  ^&9  cH-Ac.  Ces  derniers  sont  les  projec- 
tions de  OA  sur  les  axes  X^,  Y',  Z',  et  les  premiers,  les  pro- 
jections de  OA^  sur  les  m^mes  axes ;  de  sorte  que  Aa,  A&, 
Ac  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  de  la  droite  A'A 
sur  les  axes  X',  Y^,  TJ ;  et,  par  consequent,  les  cosinus  des 
angles  que  la  direction  A' A  fait  avec  les  axes  X',  Y^  Z^,  sont 
proportionnels  a  An,  A2»,  Ac,  et  respectivementde  monies 
signes.  Done,  puisque  les  directions  01  et  A'A  sont  per- 
pendiculaires  entre  elles,  on  aura 

En  considerant  les  axes  des  j^  et  z  au  lieu  de  Taxe  des  x, 
on  aura  deux  equations  analogues^  ce  qui  donne  les  trois 
suivantes  : 

I'  pla  -^-q^h  -t-rAc  =ro, 
;?Aa'  +  ^AZ>'-|-rAir'=  o, 
/?  A  «''-!- 9  A  ^''4- rA  r"=  o . 

Si  maintenant  on  fait  pour  les  axes  des  x\y' ^  z'  ce 
qu'on  vient  de  faire  sur  ceux  des  x,  j^,  z,  c'est-a-dire  si 
I'on  prend  sur  cbacun  de  ces  axes  un  point  a  la  distance|^  /u^/i 
de  Torigine,  et  que  Ton  exprime  que  la  droite  qui  joint  la 
premiere  et  la  seconde  position  de  chacun  d  Vux  est  perpen- 
diculairea  01,  on  aura  trois  equations  nouvelles. 

En  prenant,  par  exemple,  le  point  sur  OX',  les  projec- 
tions de  son  d^placement  sur  les  axes  X,  Y,  Z  seront  A«, 
Aa',  Aa",  et  seront  proportionnelles  aux  cosinus  des  an- 
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gles  que  fait  avec  X,  Y,  Z,  la  direction  suivant  laquelle  le 
point  s'est  dcplace.  Si  on  les  multiplie  respeclivement  par 
les  cosinus  des  angles  que  faitOI  avec  ces  monies  axes,  la 
somme  de  ces  produits  sera  nulle,  puisque  Tangle  dcs  deux 
directions  est  droit.  On  obtient,  de  cetie  maniere,  les  trois 
Equations  suivanles  : 

I  _|_  [a"p  -+-  b"q  ■+-  c'V}  A«"=  o, 

]   {ap-hbq'^cr)^b-^(a'p-\-b'q-h</r)^b' 
'^^^^         '  -h{a"p-hb''g-hc''r)^b"=o^ 

(ap  -f-  *7  -h-  cr)^c  -j-  [a'p  -\- b' q -\- c' r)  Ar' 

45.  Directions  surlesquelles  les  proj  eel  ions  de  tous  les 
Replacements  so  fit  e  gales.  —  Nous  avons  deji  reconnu  que 
les  projections  de  tous  les  deplacements  sur  Taxe  sont 
egales;  il  n'est  pas  inutile  de  moutrer  comment  cette  ques- 
tion pourrait  ^tre  traitee  directement. 

Soient  X,  fx,  v  les  angles  que  forme  avec  les  axes  des  x', 
J ',  z^  une  direction  jouissant  de  cette  propriete.  Les  com- 
posantes  du  deplacemeut  d'un  point  quelconque,  parallele- 
ment  aux  memes  axes,  etant 

(i3)      .  I   ^AJc-hA'ArH-^As, 

(   c  AjrH-r'AjH-c"  Az, 

la  projection  de  ce  deplacement  sur  la  direction  dont  il 
s'agit  sera 

(«  A J7  -h  rt'Aj  -I-  «"A2)  cos X  -f-  ( ^  Ax  -h  b'J^y  -+-  b"£iz)  cosp 
(c  A  JT  H-  c' A  r  -j-  f^"^  z)  cos  v , 


et  il  faut  determiner  cos)*,  cos|a,  cos  v  de  telle  sorte,  quie 
cette  quanlite  soil  constante,  quellcs  que  soient  les  valeurs 
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doiin^es  aux  quaiuiU's  x' ^y\  z' ,  Or  il  est  uecessaire  et  siif- 
fisant  pour  eel  a  que  les  coefficients  de  ces  irois  variables 
indepcndantes,  dans  Texpression  ci-dessus,  soieot  nuls 
quand  on  y  remplacera  Ajrr,  A^,  A3  par  leurs  valears 
donnees  par  les  equations  (a).  On  trouve  ainsi  les  trois 
equations 


(«4) 


(flfAo-hfl'Aa'-|-fl"Aa")cosX-h(AA/i-|-^'Afl'-hft"Afl")cosfi 
-h  ( c  Aa -l-c' A  a' H- c"Art" )  cos  V  =  o , 

-f-(cAZ»-f-^'A6'-^c"A6")cosv  =  o, 

{a^c  -f-fl'Ac'-hfl"Ac")cosX-|-(^Af-+-Zr'Ac'-|-*"Ac")cosa 
-(-(cAr-f- c'ac'-*-  c"Af")coSv  =  o. 


Ces  equations  determinent  les  rapports  des  trois  quau- 
tites  cos  X,  cos  jlt.,  cos  v.  Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  rap- 
ports sont  precisement  ceux  des  quantites  p^  q^  r\  car,  si 
Ton  remplace  les  premieres  par  les  secondes  dans  les  der- 
nitres  equations,  elles  deviennentdes  identites  en  vertu  des 
equations  (12).  Done  la  direction  unique  determinee  par 
les  equations  (i4)  cQi'ncide  avec  celle  de  Taxe  de  rotation  \ 
ce  qu'il  s^agissait  de  verifier. 

Tons  les  deplacements  ajant  des  projections  egales  sur 
Taxe,  il  s^ensuitque  des  deplacements  faisant  avecl'axedes 
angles  ^gaux  differents  d\in  angle  droit,  sont  egaux,  et  r^i* 
proquement.  Cctie  condition  renferme  le  cas  de  deplace- 
ments paralleles. 

46.  Equations  de  Vaxe  de  rotation  et  de  glissement. — 
Les  points  de  cet  axe  se  distinguent  de  tous  les  autres  par 
cette  propriete,  que  leurs  deplacements  sont  paralleles  a  la 
direction  de  ceite  m^me  ligne.  Or  les  cosinusdes  angles  que 
fait  avec  les  axes  X,  Y,  Z  la  direction  du  deplaccment  d'un 
point  quelconque,  sont  proportion nels  n  Ax,  Aj^,  As  *,  et 
ceux  des  angles  que  fait  Taxe  de  rotation  avec  ces  m^mcs 
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axes  sont  proportion nels  a 

ap^bq-i-  cr,     a'p  ^b'q-hc'r,     a" p  ^b"q-\-  c"  r. 

Les  points  de  TaXe  cherche  sont  done  determines  par  les 
equations 


(.5) 


^x  ^y  A/ 


ap -{- bq -^  cr       a  p -^  b' q -\- c' r       a^ p  Ji^  b"  q -^^  c"  r 


et  si  Ton  y  remplace  A.r,  C^y^  A^  par  leiirs  valeurs  don- 
nees  par  les  equations  (2),  on  aura  deux  equations  du  pre- 
mier degre  entre  x'^j^  z\  et  les  donnees,  qui  represeute- 
ront  la  droite  cherchee,  rapportee.aux  axes  X',  Y',  Z'.  Nous 
allons  reduire  ces  equations  a  Texpression  la  plus  simple; 
pour  cela,  nous  comraencerons  par  metlre  les  precedentes 
sous  cette  forme, 


[a-\'\^a]{ap-^bq-^rcr)^  {u' -^ '- t^a' ){a' p -^  b' q -^r  c' r) 

'^  {a"-^^La"){a"p-^b"q-\-c"r) 

En  ajoutant  les  numerateurs  entre  eux  ainsi  que  les  de- 
nominateurs,  on  aura  encore  une  fraction  egale.  Lasonime 
des  denominateurs,  en  vertu  des  equations  (12)9  se  reduira 
a  p.  La  somme  des  numerateurs  sera,  d'apr^s  les  equa- 
tions (2),  A  -f-  qJ —  rj' ^  en  posant 

(flf  +  {  Afl')  A? -+- (/i'+ i  Art' )  A>?  4- («''-+- i  Art")  AC  = //. 

Les  fractions  (1  5)  sont  done  egales  a —* 

En  faisant  relativement  aux  lettres  b  eX.  c  des  calculs 
analogues  a  ceux  que  nous  venons  de  faire  relativement 
k  a^  on  trouvera  que  les  fractions  (i5)  sont  egales  aux 
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nouvelles  expressions 

/  -f-  rx' — pz'        k  -^py' —  qx ' 
,      , 

les  quantit^s  A,  i,  k  etant  determinees  par  les  equations 
suivantes : 

X  =  (c -M  Ar  )A?  H- (c'H-f  Ac')  Aw  4- (c^' -I- I  Ac")  A<. 
Les  equations  de  l^axe  seront  done 

h'\-qz' — ry' i -^  rx'  —  pz' f: -\- py' — qx' 

p  ""■  q  ""  'i- 

Ces  fractions  sont  egales  a  celle  que  Ton  obtiendrait  en 
multipliant  les  deux  termes  de  la  premiere  parp,  de  la  se- 
conde  par  q^  de  la  troisi&me  par  /*,  et  ajoutant  termes  a 
termes  ces  nouvelles  fractions;  ce  qui  donne 

ph  H-  qi  -4-  rk 
P'^q^'^-r'  ' 

Or,  d'apres  les  valeurs  de  A,  i,  A,  on  irouve,  en  tenant 
compte  des  equations  (i  i), 

ph  -^qi-^rk  =  (ap-^  bq -h  cr) ii^ -{- {a' p -\- b' q -\- c' r)  dn 

^{a''p^b"q^c"r)iilC,. 

Mais  le  second  membre  de  cette  equation,  divise  par 

v'/t?' -4- <7*  4-  r' ,  serait  la  projection  du  deplacement  de  To- 
rigine  sur  la  direction  de  I'axe  de  rotation.  Si  done  on  d^- 
signe  celte  projection  constante  par  u,  on  aura 

ph  4-  7*  4-  /-^  =  u  v//>*4-  q^  -h  r'. 

Les  Equations  des  projections  de  I'axe  sur  les  trois  plans 
I.  5 
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coordonn^s  X',  Y',  Z'  seront  done 
ou  en  fill 

qz'  —  ry'^iyi  -==r- — /i, 


(i6)  {   /x'  — /7Z'  =  U  ^ 


slp^-^q^-^r' 


py  —  qx  =  u    ;  —  A-. 

47.  Si,  dans  tons  les  calculs  precedents,  on  suppose  les 
deplacements  infiniment  petits  el  executes  dans  un  temps 
Af  tendant  versz^ro,  tousles  accroissementstendrontaussi 
vers  zero,  et  les  equations  que  nous  avons  obtenues  donne- 
ront  des  relations  entre  les  limites  des  rapports  des  accrois- 
sements  des  variables,  ou  entre  leurs  differentielles.  On  les 
deduira  des  premieres  efi  negligeaiit  les  infiniment  petits 
du  second  ordre,  et  changeant  la  caracterislique  A  en  d, 
Mais  pour  que  Thomogeneit^  soit  en  evidence,  p^  q^  r  de- 
venantdes  quaniites  infiniment  petiles,  nous  lesremplace- 
rons,  dans  les  formules  pr^c^dentes,  par  pdt^  qdt^  rdt,  Au 
reste,  les  equations  que  nous  allons  obtetiir  pourraient 
^tred^uites  directement  des  equations  (i)  par  des  diff(6- 
rentiations  et  des  calculs  analogues  a  ceux  que  nous  avons 
fails  dans  le  cas  des  deplacements  finis.  Les  deplacements  et 
leurs  composantes  Ax,  Aj^,  Az,  etant  divis^s  par  Ar, 
donneront  a  la  lioiite  les  vitesses  el  les  composantes  des  vi~ 

tesses -pj -7-9 -ri  et»  comme  les  vitesses  et  les  deplace- 

dt     at     at  * 

men  Is  se  composent  et  se  d^'composent  suivant  les  m^mrs 

regies,  on  voit  sans  peine  que  loutes  les  propositions  trou- 

vees  sur  les  deplacements,  etant  consider^es  a  la  limite, 

fourniront  des  propositions  analogues  sur  les  vitesses  des 


dx 

dt 

lit'" 

dn 
dt 

dz 

dt  " 

dK 
dt 
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points  du  systemc.  Nous  allons  examiner  rapidemeni  ces 
di verses  propositions. 

Du  moui/ement  infiniment  petit  d'un  systhme  rigide. 

48.  En  difierentiant  les  equations  (i)  du  n^  38  par  rap- 
port k  t  et  supposant  x'^  y\  z'  constants,  on  obtient 

,  da         ,  db  ,  dc 

dt  dt  dt 

,   ^j        >-..  ,  da'        ^  db'         ,  dc' 

,  da"        ,  db"       _,  dc" 

'li-^^lu^^-di- 

Ce  sontles  valeurs  des  composantes  X,  Y,  Z  de  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  du  syst&me,  ay  ant  pour  coordonn^es 
invariables  x'fj\  z'  par  rapport  auxaxesX',  Y',  Z', 

On  les  obtiendra  en  divisant  les  equations ( 2)  du  m^me 
numero  par  At  el  passant  a  la  limite  des  rapports  lorsque 
At  tend  vers  zero. 

49.  Composantes  de  la  vitesse  dans  le  sens  des  axes 
mobiles.  —  En  multi pliant  les  seconds  membres  des  equa- 
tions (i)  respectivement  par  a,  a',  a^,  et  les  ajoutant,  on 
aura  la  compdsante  de  la  vitesse  dans  le  sens  des  x'\  on 
aura  de  m^meles  composantes  dans  le  sens  des y^  etdes  z'. 
Designons-les  par  u,  v^  %v  et  soient  A,  i,  h  les  composantes 
de  la  vitesse  de  I'origine  mobile,  suivant  ces  m^mes  direc- 
tions 5  c'est-a-dire  posons 

d'i         ,  dn         „dt, 
dt  dt  dt 


5. 
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nous  1  ['Oiiveroiis 


I 


p,  q,  r  etanl  d^iinis  par  les  ^uations 

pdt  =  cdb  +  c'  db'  ■+■  c"  db% 
qdi^  adc  ■+■  a'  df^  -\-  a'de" , 
nit  =  bda '\- b' da' +  b'da'. 

Lespreini«rs  lermcs  h,  i,  h  sont  les  vomposanles  de  la 
Vitesse  du  mouvement  commun  de  translation;  de  sorte 
que  les  compasaiites  duos  nu  uiouTement  de  rotation  aiitour 
de  I'origiue  supposee  immobile,  sont 

?a'  —  ri-',    <■'■'  -  p^',    py'  —  ?■»■'■ 

50.  Axe  itistantane  de  rotation.  —  Les  points  dont 
la  vitesse  est  nulle  dans  le  mouvement  autour  de  I'origine 
supposee  fixe,  seronl  doniies  par  les  trois  (iquations  sui- 
vanie^,  qui  se  r^uisent  a  deux  : 

(4)      >iz'—ry'  —  o,    rx'~pi'=o,   py  —  qx-  =  o. 

Ilsforment  une  droitequi  passe  par  I'oingine,  et  qui  fait 
avec  les  axes  x',j',  z'  dcs  angles  dont  les  cosinus  sont 

,5)       ^±^.     ^^^.     -^^. 


Vp'  +  9'  -+-  '^        \IP^-^  t  -«-  '■'       •^P'  +  7'  +  r' 

les  signes  sup^rieurs  ou  inferieurs  devant  Stre  prls  en- 
semble. 

On  la  nomme  axe  instantane  de  rotation,  parce  qu'on 
pent  supposer  que  le  mouvement  s'effectue  autour  d'elle 
pendant  un  temps  infiniment  petit;  les  erreurs  qui  en  re- 
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sultent  n'euol^uedes  infiniment  pedis  du  second  ordre, 
pour  les  points  situ^s  a  une  distance  finie  de  cet  axe. 

II  r^sulte  de  la  que  tout  mouvement  infiniment  petit  au^ 
faard'un  point  ^xe  peut^ire  considers  comme  ay  ant  lieu 
autour  d*un  axe  passant  par  ce  point. 

Et,  par  consequent, 
■  Tout  mouvement  infiniment  petit  d^un  corps  peut  4lre 
considere  comme  residtant  d\in  mouvement  de  transla^ 
tion  et  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d^un  axe  fixe. 

51.  Expression  de  la  vitesse  angulaire.  —  Dans  ce 
mouvement  aulour  d^un  axe  fixe,  la  vitesse  an^Iaire  est 
egale  a  la  vitesse  d'un  point  quelconque,  divise  par  la  dis- 
tance de  ce  point  a  Taxe.  Si  Ton  choisit  a  cet  eilet  le  point 
situe  sur  Taxe  z'  a  la  distance  i  de  Torigine,  ses  coordon- 
nees  seront 

,r'  =  o,    y  =  o,     z'  =  i; 

les  composantes  de  sa  vitesse,  parallelement  a  ces  axes,  se-* 
ronl,  d'apris  les  formulespr^cedenles,  ^,  — /?,  o;  sa  vitesse 

sera  done  ^p*'\-g*.  Sa  distance  a  I'axe  sera  le  sinus  de 
Tangle  de  cet  axe  et  de  Taxe  «',  ou  ^  - — »  Done  la 
vitesse  angulaire  co  aura  pour  valeur 


(6)  «=v^;;'4-^'H-/^. 

52.  Sens  de  la  rotation,  —  II  reste  a  determiner  le 
sens  de  la  rotation  du  systime,  ou,  ce  qui  est  la  meme 
chose,  le  sens  de  la  rotation  qui  s'effectue  dans  un  plan 
quelconque  perpendiculaire  a  Taxe.  II  suffit,  pour  cela,  de 
reconnaitre  si  la  direction  de  Taxe  de  celie  rotation  corres- 
pond auiik  sigues  superieurs  ou  aux  signes  inferieurs  des 
expressions  (5).  Nous  considererons,  a  ret  eflet,  le  plan 
mene  par  I'origine  perpendiculairement  a  I'axe,   et  nous 
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allons  chercher  la  direetion  de  Taxe  de  la  rolatton  effeclu^ 
dans  ce  plan  par  la  droite  menee  de  rorigine  k  Pun  quel* 
cooque  des  points  de  ce  plan,  ayanl  pour  coordonn^es 
x\y\  z'.  Ce  point,  k  partir  d'nne  quelconque  de  ses  posi- 
tions, se  meutdans  la  direction  desa  vitesse,  qui  fait  avec 
les  axes  X',  Y^,  Z^  des  angles  dont  le»  cosinus  sont  propor- 
tionnels  a  u,  i^,  tv;  de  sorte  que,  pour  avoir  Faxe  de  la  ro- 
tation du  rayon  men^  de  Forigine  k  ce  point,  il  siiffit  de 
recourir  aux  formuies  (2)  d^  n^  19,  en  rempla9ant  la 
direction  (aSy)  par  celle  du  rayon,  et  la  direction  (a'  6'  /) 
par  celle  de  la  vitesse.  D'ou  il  suit  que  les  cosinus  des 
angles  que  fait  la  direction  de  I'axe  de  la  rotation  avec 
celles  des  x'yj'y  z'  seront  de  mfemes  signes  que  les  ex- 
pressions 

et  il  n'y  a  plus  qu'a  reconnaltre  si  les  signes  de  ces  expres- 
sions sont  les  memes  que  ceux  de  p^q^  r,  ou  contraires. 

Nous  prendrons,  pour  plus  de  simplicity,  z'^=  05  d'ou 
resulte 


a  =  —  rr',     pz^  rj/  ; 


et  la  troisieme  expression  devien  t 

EUe  est  done  de  mi^me  signe  que  r  ]  et,  par  consequent,  ce 
sont  les  signes  superieurs  qui  doivenl  ^tre  pris  dans  les 
expressions  (5). 

Ainsi  les  cosinus  des  angles  formes  avec  les  axes  X',Y',  Z', 
par  la  direction  de  Taxe  de  rotation,  sont  en  grandeur  et 
en  signes 


17) 


)/p'  -H  y*  ^-  r'        ^p^  4-  5p»  +  r'        V/?*  -h  f/'  4-  r^ 


En  multi pliant  la  vitesse  angulaire  ^p*  -4-  9'  -f-  r'  par  ces 
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trois  cosinus,  on  aura  sea  composanies  suivaDt  lea  axes 
X',  Y',  Z'.  Leurs  valeurs  en  grandear  et  eu  signea  aeront 
done 


(8) 


r. 


53,  j^xe  instantane  de  glissement  et  de  rotation.  — 
La  proposition  ^lablie  dans  le  n^  50  ayant  lieu  poar  tout 
mouTement  du  corps,  aura  lieu  loraque  ce  mouvement  sera 
tnOniment  petit;  et  Ton  retrouve  oette  proposition,  d^- 
montr^e  d'abord  g^m^triquement  : 

Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  peut  €tre 
produit  par  un  mouf^ement  de  rotation  aiUour  d'un  axe 
fixe,  suivi  ou  precide  d'un  mouvement  commun  de  glisse-- 
ment  le  long  du  mSme  axe.  *^ 

Cet  axe  instantanS  de  glissement  et  de  rotation  peut 
encore  ^tre  envisage  autrement.  En  substituant,  comnie 
nous  Tavons  d^ja  dit,  aux  espaces  inGniment  petils  par- 
courus  par  les  points  du  syst^me  dans  un  m^me  temps,  les 
vitesses  m^mes  de  ces  points,  on  a  Tenonce  suivant : 

Les  vitesses  de  tous  les  points  d^un  corps  a  un  instant 
quelconque  peuvent  €tre  considerees  comme  resultant  de 
la  composition  de  vitesses  egales  et  paralleles  h  une 
mSme  droitCy  et  des  vitesses  quauraient  ces  points  dans 
un  certain  mouvement  de  rotation  autour  d^un  axe  pa-' 
rallkle  d  cette  mdme  droite. 

La  composante  parallile  a  Taxe  n'est  autre  chose  que  la 
projection  de  la  vitesse  de  Torigine  mobile  sur  Taxe  \  la  vi  - 

tcsseangulairedu  mouvement  de  rotation  est  ^p"-4-^"+/'; 
et  la  direction  de  cet  axe  est  celle  qui  fait  avec  les  axes  des 
cr',j^',  z'  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proporiionnels  a 
p^q^  r  et  de  m^mes  signes  que  ces  quantites. 

54.  Equations  de  Vaxe  instantane  de  glissement  et 
de  rotation,  —  Les  Equations  de  Taxe  de  glissement  et  dc 
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rota  lion  donnas,  daus  le  n^  46,  pour,  un  mouvenieut 
fiai  quelconque^  se  changeront  dans  les  equations  cher^ 
chees  en  divisant  les  deux  membres  par  At  et  passant 
aux  limites.  Les  quautites  p^  q^  r  se  changeront  en  celles 
que  nous  designons  actuellement  par  ces  m^mes  lettres ; 
A,  i',  k  deviendroni  les  composantes  de  la  vitesse  de  To- 
rigine  dans  le  sens  des  axes  X^  Y',  2!^  que  nous  repre^ 
sen  tons  encore  par  ces  w^mes  lettres;  enfin,  v,  qui  repre* 
sentait  le  d^placement  de  Torigine  estime  daus  le  sens  de 
Taxe,  deviendra  la  vitesse  de  cette  origine  estimee  suivanl 
cetie  m^me  direction  ou  la  vitesse  de  glissement.  Nous  la 
d^signerons  par  la  w^me  lettre,  et  par  u',  \/'^  \J"  ses  com- 
posantes suivant  les  axes  X',  Y',  TI ,  Les  equations  de  Faxe 
instantane  de  glissement  et  fie  rotation  seront  done,  par 
rapport  aux  axes  mobiles, 

(9)  '    rx'  — /?2'=:y"— /, 

\  PX   —  qx  =\j    —  h. 

On  aurait  les  equations  de  cet  axe  par  rapport  aux  axes 
fixes  en  substituant  a  x'j  y\  z'  leurs  valeurs  en  x^  y^  z, 
L^axe  est  ainsi  determine  h  chaqiie  instant  par  rapport  au 
corps  et  a  la  position  absolue,  en  supposaut  que  les  quau- 
tites 5?  >79  ^f  «)  ^5  Ci  «\  etc.,  soient  des  fonctions  donnees 
du  temps. 

L'equation  de  la  surface,  lieu  de  ces  axes  par  rapport  au 
corps,  s'obtiendrait  en  eliminant  le  temps  entre  les  trois 
equations  de  I'axe  en  x'^y'^  z'^  et  les  equations  de  la  sur- 
face, lieu  de  ces  axes  dans  respace,s'obtiendraienten  Elimi- 
nant le  temps  entre  les  trois  Equations  de  I'axe  en  x^j^  z  (*) . 


(*)  On  peut  consulter,  sur  le  raoiivcment  geometriquc  d'un  corps  solide, 
un  Memoireassez  elcndu  de  M.  O.  Rodri(;iic»,  poslerieur  a  ccliii  de  M.  Poin- 
sot  {^voy^t  le  Journal  de  W.  iJouuHlcj  i*"^  scrie,  tome  V), 
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CHAPITRE  IV. 

t)e  la  vitesse  bt  de  la  deviation  dans  le  mouvement  compose 

d'un  point. 

55.  Lorsqu'un  point  a  un  certtAn  mouyenient  conlinu 
par  rapport  k  un  systime  rigide,  et  que  ce  systeme  a  lui- 
m^me  un  mouvement  continu  dans  Tespace,  le  point  est  dit 
avoir  un  mouvement  continu  compose  des  deuY  autres.  Et  ^ 
nous  avons  remarqu^  (n**  26)  qu'en  partant  d'une  epoque 
qnelconque,  on  aurait  la  position  du  point  apr&s  un  temps 
quelconque,  en  laissant  se  mouvoir  le  systeme  pendant  ce 
temps,  le  point  y  occupant  toujours  la  m^me  position ; 
puis  faisant  mouvoir  le  point  dans  ce  systeme  immobile 
pendant  ce  m^me  temps,  de  mani^re  a  y  prendre  la  position 
relative  qji'il  doit  avoir.  On  pourrait  aussi  commencer  par 
faire  mouvoir  le  point  dans  le  systeme  laisse  immobile, 
puis  donner  au  systeme  le  mouvement  qu'il  doit  avoir  pen- 
dant le  m^me  temps,  le  point  y  conservant  toujours  la 
m^me  position  relative. 

La  maniere  la  plus  commode  de  determiner  ces  deux 
mouvements  consiste  a  prendre  trois  axes  rectangulaires 
li^s  invariablement  au  systeme.  La  position  relative  du 
point  se  determine  par  ses  coordonnees  par  rapport  a  ces 
axes,  et  le  mouvement  du  systeme  par  les  positions  succes- 
sives  de  ces  m^mes  axes.  Si  Ton  connait  les  dettx  mouve- 
ments composants,  les  coordonnees  du  point  par  rapport 
aux  axes  mobiles  sont  des  fonctions  connues  du  temps, 
RirM  que  les  coordonnees  de  I'origine  mobile  et  les  incli- 
naisons  de  ces  axes  sur  des  axes  fixes. 

Cela  pose,  nous  allofis  chercher  comment  on  pent  deter- 
miner, dans  le  mouvement  resultant,  ou  compost,  du  point, 
les  deux  elements  importants  que  nous  avons  ronsideres 


1 
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dans  le  tnouvement  en  general,  savoir,  la  Titesse  el  la  d^yta- 
tion. 

^.  Vitesse  dans  le  moui^ement  compose.  —  Soient  M 
[fig*  I  a)  la  position  da  point  a  une  certaine  ^poque ;  MU  la 
trajectoire  du  point  du  systime  qui  coincide  avec  M  a  celte 
epoque  \  Mi  la  position  de  ce  point  apris  un  temps  infini- 
ment  petit  6;  MiV  la  position  qu'occupe  apr^  ce  temps 
la  ligne  liee  au  syslime  rigide  et  sur  laquelle  resie  le  point 
mobile,  autrement  dit  la  trajectoire  relative;  MiM'  Tare 
que  ce  point  a  parcouru  sur  cette  courbe^  depuis  T^poque 
ou  Ml  ^tait  en  M,  c'est*-&-dire  pendant  le  temps  0.  M'  sera 
la  position  du  mobile  apr^s  pe  temps,  et  sa  trajectoire 
absolue  sera  une  ligne  MM'T  passant  par  M  et  M^ 

Si  maintenant  on  joint  les  points  MM' Mi  par  des  droites, 
et  que  Ton  fasse  tendre  0  vers  zero,  ces  droites  auront  pour 
lin^ites  de  leurs  directions  les  tangentes  aux  trois  courbes 
MUi  MT  et  Ml  V,  cette  deroi^re  etant  prise  dans  sa  posi- 
tion limite,  c*est-a*dire  quand  Mi  est  en  M.  Les  rapports 
des  c6tes  du  triangle  MM' Mi  auront  les  m&mes  limites  que 
les  rapports  des  arcs  MMi,  M^M',  MM'  qui  sont  parcourus 
dans  le  m^meiempsd,  le  premier  par  le  point  du  systeme 
qui  co)[ncidail  avec  le  mobile,  le  second  par  le  mobile  dans 
son  mpuyepient  relatif,  le  troisieme  par  le  mobile  dans  son 
fnouyei^ient  compose.  Or,  si  Ton  diyisait  ces  trois  arc? 
par  d,  les  trois  quotients  auraieut  pour  limites  les  vilesses 
dans  ces  trois  mpuvements,  prises  a  T^^poque  ou  le  mobile 
pst  en  M.  Les  rapports  des  cdtes  du  triangle  MMiM^ont 
done  pour  limites  les  rapports  de  ces  vitesses. 

Pour  ^noncer  simplement  la  solution  qui  resulte  d#  la 
pour  la  question  que  nous  nous  proposions,  formons  le  pa- 
lalUlogramme  MM,M'K.  Le  c6ie  MK,  porallele  a  M,MS 
aura  ppur  direction  limite  celle  de  la  trajectoire  relative 
en  M,  et  le  parall^logramme  tend  a  6tre  semblable  a  un  pa- 
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railelogramme  dont  les  c6t^  adjacents  seraient  lea  tan- 
gen  tes  en  M  a  la  trajectoire  relative  da  mobile  et  k  la  tra- 
jeetoire  du  point  coincident  du  syst&me,  et  auraient  des 
longueurs  proportiounelles  aux  vitesses  de  ces  points  sur 
ces  courbes. 

On  peut  done  enoncer  la  proposition  suivante  : 

La  Vitesse  du  mobile  dans  son  mouvement  compose  est 
representee,  en  grandeur  et  en  direction,  par  la  diagonalc 
du  parallelo gramme  dont  les  deux  c6tes  adjacents  teprC" 
senterment,  en  grandeur  el  en  direction,  la  vilesse  rela^ 
tive  du  mobile  et  la  vitesse  du  point  coincident  du  sys- 
time. 

On  peut  done  dire,  d'apris  la  definition  donn^e  n^  10 
de  la  composition  des  vitesses,  que  : 

La  vitesse^  dans  le  mouuement  compose,  est  la  result 
tante  des  %ntes5es  dans  le  mouvement  relatif  et  dans  le 
moui^ement  du  point  coincident  du  systime. 

57.  Fitesse  relativ^e.  —  Soient  MUTV  {Jig.  i3)  le  pa- 
rallelogramme  construit  sur  les  lignes  MV,  MU  tangentes 
eu  M,  la  premiere  a  la  trajectoire  relative,  la  seconde  a  la 
trajectoire  du  point  M  appartenant  au  sjslime ;  les  lon- 
gueurs MV,  MU  representant  les  vitesses  sur  ces  deux  tra- 
jeetoires.  Nous  venons  de  voir  que  la  diagonale  MT  repr^- 
selutera  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  mouve-. 
meat  absolu  du  point  dans  Tespace. 

Mais  si  ToQ  prend  sur  le  prolongement  de  MU,  MU' 
egal  a  MU,  MV  sera  la  diagonale  du  parallelogramme 
construit  sur  MU'  et  MT.  On  peut  done  enoncer  ce  theo- 
i^Hue  : 

La  vitesse  relative  d'un  point,  par  rapport  it  un  sys- 
teme  rigide  en  moui>ement,  est  la  resul tante  de  sa  vitesse 
absolue  et  de  la  vitesse^  prise  en  sens  contraire^  du  point 
coincident  du  systdme. 
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58.  Deviation  dans  le  mouuement  compose.  —  Soient 
M  (fig*  i3)  la  position  du  point  mobile  a  une  ^poque  quel- 
conque ;  MV  \^  ligne  sur  laquelle  il  se  meut  dans  le  systime, 
ou  sa  trajectoire  relative;  MU  la  ligne  que  decrit  le  point  M 
du  sjsteme.  Supposons  qu'apr^s  un  temps  infinimeut  petit  B 
le  mobile  soit  en  m  sur  sa  trajectoire  relative,  et  le  point  M 
du  syst^me,  en  Mi.  Soient  MT,  MTi  les  parties  des  tan- 
gentes  a  ces  courbes  qui  seraient  decrites  uuiformement 
dans  le  temps 6  avec  les  vitesses  qui  ont  lieu  en  M  dans  les 
mouvements  sur  ces  courbes. 

La  deviation  dans  le  mouvement  du  point,  par  rapport 
au  syst^me  apr^sle  temps  d,  est  Tm;  elle  estTi  M|  danslc 
mouvement  du  point  Mdu  syst^me. 

La  diagonale  MT'du  parallelogramme  TMTi  T'  donne 
1#  direction  de  la  tangente  a  la  courbe  decrite  parle  mobile 
dans  Tespace ;  et  sa  grandeiu*  representerail  la  vitesse  sur 
celle  courbe,  si  Ton  prenaitMT,  MT,  pour  represenier  les 
vitesses  sur  les  deux  autres;  et,  par  consequent,  MT' est 
Tespace  que  decrirait  dans  le  temps  Sun. point  qui  se  mou- 
vrait  sur  cette  tangente  avec  la  vitesse  que  le  mobile  a  en 
M  sur  sa  trajectoire  absolue. 

II  suitde  la  que,  pour  avoir  la  deviation  du  mobile  dans 
son  mouvement  compose  ou  absolu,  il  suffit  de  joindre  1c 
point  T'a  la  position  qu'occupe  ce  mobile  apres  le  temps  B 
sur  sa  trajectoire  absolue,  ou,  en  d' autres  termes,  a  la  po- 
sition qu'il  occupe  elVcctivement  dans  I'espace.  Or  c'est  cc 
(|uMl  est  tres-facilede  determiner  d'apres  ce  que  nousavons 
etabli  precedemment  surle  mouvement  des  syslimes. 

Pour  cela,  nous  laisserons*d'abord  le  systeme  immobile 
pendant  le  temps  6-,  le  point  M  arrivera  ainsi  a  la  posi- 
tion in  dans  le  systeme,  et  nous  supposerons  qu'il  y  reste 
lie  fixement.  Maintenant  nous  laisserons  le  systeme  se 
mouvoir  comme  il  doit  le  faire  effecliycmenl  pendant  le 
lemps  0 ,  et  nous  deconiposerons  cc  mouvcmrnt   en   une 
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translation  commune,  qui  am^e  M  en  M,,  el  une  rotation 
autour  d'un  certain  axe  Mi  I  dont  la  direction ,  ainsi  que 
I'angle  de  rotation ,  ne  dependent  qiie  du  cbangement  de 
direction  des  lignesdu  systeme.  Get  axe  peut  ^treconfondu 
avec  I'axe  instantan^,  lorsque  9  est  inBniment  petit;  et 
Tangle  decrit  autour  de  Mi  I  peut  £tre  consid^re  comme  le 
produit  du  temps  6  par  la  vitesse  angulaire  correspondante 
a  la  position  M.  Or  it  est  facile  de  snivre  le  point  m,  en- 
traine  ainsi  parle  systeme  auquel  il  est  li^. 

En  effet,  op^rons  la  translation  MM,  au  moyeu  des  deux 
translations  MT,  ^  T,  Mi.  Par  suite  de  la  premiere,  la 
droite  MT  vient  en  T,  T' ;  par  suite  de  la  secondc,  elle 
vienten  M,  |x,T'|uieta«t  pris  egal  et  parallele  a  T,  M^  Me- 
nantensuite/uifji'  parallele  et^gal  a  T/ri,  /ui'  sera  lapositionde 
m  apr^s  la  translation.  Effectuant  maintenant  la  rotation 
autour  de  M,  I,  le  point  /ui'  decrira  un  arc  de  cercle  jut'M' 
perpendiculaire  au  plan  IMi  |[z',  ct  ayantpour  rayon  la  per- 
pendiculaire  abaissee  de/x'sur  I'axe  M,  I.  Alors  toutes  les 
choses  se  trouvent  lellcs  qu'elles  doivent  etre  dans  le  mou- 
vemeut  r^el  apres  le  temps  9 ;  M'  est  la  position  absoluc 
qu'occupera  le  mobile  :  ct,  par  consequent,  T'  M'  est  la 
d6\fiation  cherchee; 

Or,  enconsiderarit  le  polygone  ferme  T'  ^[z!  M',  on  voit 
que  la  ligne  T'  M'  est  la  resultante  des  lignes  T'  fx,  pa', 
jcx'M'  prises  dans  les  directions  suivant  lesquelles  elles  sont 
decrites  en  partanl  de  T^  La  premiere  n'est  autre  chose 
que  la  deviation  Ti  M,,  transport^e  parallelement  a  elle- 
m^me,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  sens;  la  seconde  est 
la  deviation  T/7i,  semblablement  transport^.  Quant  a  la 
troisi^me  ligne  ti'M',  sa  direction  a  pour  limite  la  perpen- 
diculaire au  plan  mene  par  la  direction  liqiite  de  M^  I,  qui 
est  celle  de  Fate  instantane,  et  par  la  direction  limite  de 
Ml  fx',  qui  est  celle  de  M,  |x,  vu  que  /j^m'est  un  inEniment 
petit  du  second  ordre,  et  Mi  ^'  du  premier.  Ainsi  la  ligne 
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IX*  M'  peut  &tre  consideree  comme  perpendiculaire  au  plan 
qui  romient  des  parall^les  a  Taxe  instantane  de  rotation  et 
a  la  direction  MTde  la  vilesse  relative  du  mobile. 

II  est  essentiel  de  remarquer  que  le  sens  de  cette  direc- 
tion estcelui  du  mouvement  de  rotation.  De  sorteque  si  on 
le  consid^rait  comme  axe  dun  mouvement  direct  de  rota- 
tion ex^ute  dans  leplan  auquel  elle  esft  perpendiculaire,  le 
sens  de  ce  mouvement  serait  de  Taxe  instantane  vers  la  di- 
rection  de  la  vitesse  relative. 

II  ne  reste  plus  qu  a  trouver  la  mesure  de  la  grandeur 
p.'  M^  Si  Ton  designe  parc«)  la  Vitesse  angulaire  du  systime, 
par  i^r  1^  vitesse  relative,  et  par  d  Tangle  de  la  direction  de 
cette  vitesse  avec  celle  del'axe  instantan^,  le  rayondu  cercle 
decrit  par  y!  sera  Mj  fi'  sin  5,  qu'on  pourra  remplacer  par 
Mi/xsin(J  ou  d(^,.sind;  Tangle  au  centre  sera  doD,  et  Ton 
^ura,  par  consequent^ 

La  question  est  done  enti^rement  resolue^  et  le  resultat 
peut  s'^noncer  comme  il  suit  : 

La  deviation  dans  le  moui^ement  compose  Jdun  point 
est  la  resultante  de  trois  lignes,  Les  deux  premieres  sont 
les  deviations  dans  le  moiwement  du  point  relatifau  sjs- 
temey  et  dans  le  mou\^ement  du  point  du  systeme  qui  coin-- 
<;ide  asfec  ce  mobile  a  Vinstant  que  Von  considere.  La 
stroisieme  est  perpendiculaire  a  un  plan  parallhle  h  I* axe 
instantane  du  sjsthme  et  a  la  vitesse  relatiye  du  point,  et 
dans  le  sens  du  mouv^ement  de  rotation.  En  tPautre^ 
termeSj  elte  e$t  dans  la  direction  de  Vaxe  du  m,ou9ement 
^ui  amhneraity  par  le  plus  court  chemin,  la  direction  de 
I  axe  instantane  vers  celle  de  la  vitesse  relative  du  points 
La  grandeur  de  cette  troisieme  ligne  est  le  produit  du 
car  re  du  temps  itifiniment  petit  que  Fon  considere  par  la 
Vitesse  angulaire  du  systhme,  et  par  la  projection  de  la 
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Vitesse  reialiye  sur  un  plan  perpendiculaire  h  taxe  in- 
stanlane. 

59.  II  est  bon  de  remarquer  que  la  vitesse  dans  le  mou- 
vement  compose  ne  depend  que  des  vitesses,  du  point  mo- 
bile relativement  au  systime,  et  du  point  coincident  du 
systime;  tandisque  la  deviation  dans  le  mouvement  com- 
pose n'est  pas  ddtermin^  par  celles  qui  ont  lieu  dans  ces 
deux  mouvements.  II  n'eu  serai  t  ainsi  que  dans  le  cas  ou  le 
mouvement  du  sysl^me  se  r^uirait  a  une  simple  transla- 
tion. S'il  y  a  une  rotation,  il  en  r^sulte  une  influence  qui* 
ne  pent  plus  ^tre  negligee,  parce  qu'elle  est  du  second  ordre 
infinitesimal,  et  que,  dans  la  mesure  de  la  deviation  qui 
est  du  second  ordre,  on  ne  pent  negliger  que  les  quantites 
d'ordre  superieur  au  second. 

60.  Cas  particu/iers ,  —  i*^  Si  le  mouvement  du  sys- 
t^me  se  reduit  a  une  translation,  suivant  une  loi  quelcon- 
que,  la  vitesse  angulairedevient  nulle,  et  la  troisi^me  com- 
posante  disparait.  Dans  ce  cas,  la  deviation  resultc  de  la 
composition  de  celles  qui  se  rapporlcnt  au  mouvement  re- 
latif  et  au  point  apparteuant  au  syst^me. 

2^  Si  la  translation  avait  lieu  dans  une  direction  con- 
stante  etavec  une  vitesse  constanieja  deviation  du  point  du 
systime  serait  nulle,  et,  par  consequent,  la  deviation  dans 
le  mouvement  absolu  du  mobile  serait  identique  a  celle  du 
mouvement  relatif. 

3^  Si  le  mouvement  du  systeme  se  reduit  a  une  rotation 
autour  d^un  axe,  le  point  appartenantau  syslemedecrit  uu 
cercle  autour  de  cet  axe.  Si  Ton  suppose,  de  plus,  que  le 
mouvement  soit  uniforme,  la  deviation  de  ce  point  est  di- 
rigee  vers  le  centre  de  ce  cercle,  et  n'est  autre  chose  que  la 
deviation  centripete. 

61 .  Delation  Hans  le  mouvfenient  relatif.  —  On  de- 
duit  de  la  proposition  prec^denie  un  coroUaire  tr^s-impor- 
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tant.  Dans  tout  polygone  ferine,  un  c6te  queloonque  pou* 
vant  ^tre  regards  comme  la  resultante  de  tons  les  autres,  il 
s'ensuit  que  dans  le  polygone  T* (jl^l'  M',  la  ligne  [ifi'  est  la 
resultante  des  trois  lignes  /aT',  T'M',  M'/a'  decrites  en 
partant  du  point  (i.  Dans  ce  mouvement,  la  deviation  T'  M' 
est  prise  dans  sa  veritable  direction;  mais  la  deviation 
TjMi  ou  T'ji  est  en  sens  inverse,  et  la  direction  M'fjt'  est 
opposee  a  celle  que  cette  m^me  droite  avait  dans  le  cas  pre- 
cedent. D'ou  resulte  ce  theorime  important  : 

Si  un  point  a  un  mouy^ement  absolu  dans  Vespace  et 
que  Von  considere  son  mou\^ement  relatif  h  un  systhme 
ligide  qui  a  lui^mdme  un  mouv^ement  absolu  ;  c  est^h-dire 
si  Pon  considere  la  suite  des  positions  que  ce^oint  occupe 
dans  ce  sjstkmt*  h  chaque  instant^   et  quun  observateur 
qui  croit  le  systeme  immobile y  regarde  comme  des  posi^- 
tions  absolues ;  la  dev^iation  du  moui^ement  sur  cette  tra- 
jectoire  apparente^  ou  relati^^e,  est  la  resultante  de  trois 
lignes  qui  sont :  i^  la  deviation  dans  le  mouv^enient  ab^ 
solu;  2,^  ladMation^  prise  en  sens  contraire^  danslemou- 
cement  du  point  coincident  du  systbme^  3**  une  ligne  egalc 
au  produit  du  carre  de  Pinterualle  de  temps  infiniment 
petit  par  la  vitesse  angulaire,  et  la  projection  dela  vitesse 
relatii^e  sur  un  plan  perpcndiculaire  h  I'axe  instantane. 
La  direction  de  cette  ligne  est  perpendiculaire  a  un  plan 
mene  par  cet  axeet  la  vitesse  relaiii^e^  et  dans  le  sens  con- 
traireau  mouuement  de  rotation.  En  d'autres  termes,  elle 
est  celle  de  Taxe  dela  rotation  quiamenerait  la  direction 
de  la  vitesse  relative  vers  celle  de  Taxe  instantane y par  le 
plus  court  chemin. 

Demonstration  analytique  des  propositions  pr^cSdentes. 

62.  II  n'est  pas  inutile  de  voir  comment  le  calcul  conduit 
aux  propositions  que  nous  veiions  d'etablir. 
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Cousiderons  irois  axes  rectangulairesOX',OY^,OZ'  iai* 
sant  partie  du  syst^me  rigide  en  mouvement ,  et  soient  (, 
Yiy  ^,  les  coordonnees  de  I'origiae  O.  On  aura,  entre  lea 
coordonnees  x',  y\  z*  da  point  mobile  par  rapport  a  cea 
axes,  et  ses  coordonnees  or,  y^  z  par  rapport  a  des  axes 
fixes,  les  equations  connues 

on  trouve,  en  les  differentiant, 


'  dx       d\  ,da  ,db         .  dc 

dt        dt  dt      -^    dt  dt 

dx'        ,  dy'         dz' 
dt^      di^     dt' 


cz' 


c'z\ 


c^z'-. 


N 


dr      dn         ,da'         ,db' 
dt         dt^         dt^^     dt 


dt 


dx' 


a 


dt 


^irt-^'-di' 


dz 

di 


1? 

dt 


\ 


jf 


dx' 
It 


da"         ,  db" 
dt       -^     dt 

dt  dt 


Les  premiers  membres  de  ces  ^nations  sont  les  compo- 
santes  de  la  vitesse  absolue  du  mobile,  paralleles  aux  axes 
X,  Y,  Z. 

Les  quatre  premiers  termes  des  seconds  membres  dc  ces 

^nations  sont  les  valeurs  que  prendraient  "^^  "j-^  "J  ^^ 

x\j\  z'etaient  constants;  ils  representent  done  les  com- 
posantcs  paralUles  a  X,  Y,  Z  de  la  vitesse  du  point  du 
systime  qui  coincide  avec  le  mobile,  a  I'instant  que  Ton 

consid^re.  Si  maintenant  on  observe  que  -^  j  -^,  -4-  sont 

at       dt      dt 

I.  6 
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les  composantes  paralliles  a  X',  Y',  11  de  la  vitesse  rela- 
tive, ou  apparetite,  du  mobile  dont  noils  representons  les 
coord'onn^es  relatives  par  x'^y' ^  z\  on  reconnaitra  inime- 
diatement  que  les  trois  derniers  termes  des  formiiles  (a)  re- 
presentent  les  composantes  de  cette  vitesse  relative,  pa- 
ralleles  aux  trois  axes  fixes  X,  Y,  Z.  On  retombe  ainsi  sur 
cette  proposition,  deja  demontree  geometriquement : 

La  "vUesse  dans  le  mom^emenl  compose  d^un  point  est 
la  resultante  de  la  vitesse  de  ce  point  par  rapport  au  svs- 
tkmey  et  de  la  vitesse  du  point  coincident  du  systeme. 

D'ou  Ton  conclut  encore  que: 

La  vitesse  relative  du  point  est  la  resultante  de  sa  vi- 
tesse absolue,  et  de  la  vitesse,  prise  en  sens  contraire,  du 
point  coincident  du  sjstkme, 

63.  Differentiant  de  nouveau  les  equations  (2),  nous 
ob  tenons 


It'^Xd? 


5  ,d^a         ,d'b         ,d'c 

^        f//»      -^    dc^  dt' 


d^x'   ^    ^dy  _      d^z' 


dt^  dt^  dO 

dx'  da       dy^  db       dz'  dc\ 

'dT'dt'^'dF'di'^'dide^'^ 

dy       fd^n  fd^a'  ,d^b'         ,d^c'\ 

'dF^KdF'^'''  'dF'^^  ~dF^^  'dF) 


/ox  )  /  ,d^x'        ^,d^x'         ,d^z'\ 


d'z  ^/d' 


dx^da'       dx' db^       dz^df^ 
'dt  ~dt         dt  '~dt         dt   dt 


X,  ,d^a"         ,dH"         ,d^c" 


dfi  dt'        -^     dt'  dt' 

,„d^Y'        „d'z' 


\        dt^ 


dt*  dt* 


dx'  da"       dy'  db"       dz'  dc"' 
^    dt    dt         dt    dt         dt    dt 
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Si  Ton  suppose  toutes  ces  expressions  multiplies  par  -  9 

les  premiers  membres  des  equations  (3)  seront  les  compo- 

santes  de  la  d^viation^  correspondante  a  I'intervalle  9,  dans 

le  mouvement  absolu  dn  point,  estim^s  parallelement  aux 

axes  X,  Y,  Z. 

Examinons  maintenant  les  trois  parties  dans  lesquelles 

nous  avons  decompose  les  seconds  membres.  La  premiere 

exprime  dans  les  trois  equations  les  valeurs  que  prennent 

d}x    d}r    rf'»  I  ,  I     I     I 

respect!  vemen  I  -7^  j  "^T*  777  lo^*9^  ^^  suppose  x \y\  z 

constants;  c'est-a^ire  lorsqu'on  suppose  le  point  {xyz)  lie 
invariablement  au  sjstenie.  Ainsi,  apris  Tintroduction  da 

facteur  —  9  les  premieres  parlies  en  question  sont  les  com- 

posantes  de  la  deviation  du  point  du  systeoie  qui  coi'ncidait 
avec  le  mobile  :  les  secondes  parties  sont  les  composantes 
de  la  deviation  dans  le  mouvemeiit  relatif  du  point,  esti* 
inees  de  m6me  parallelement  aux  axes  X,  Y,  Z*  II  ne  reste 
done  plus  qu'a  interpreter  les  der nitres  parties,  et  a  recon- 
naitre  de  quelle  ligne  elles  sont  les  coraposanies  par  rap- 
port a  X,  Y,  Z. 

Pour  cela  nous  cliercherons  les  composantes  de  cette 
ligne  par  rapport  a  X',  Y',  Z'5  ce  qui  se  fera  en  ajoutant 
les  projections  des  premieres  composantes  sur  ces  nouveaux 
axes;  on  obtient  ainsi,  en  negligeant  le  facteur  d',  les  trois 
expressions  suivantes  : 

dz*  dy'  doc'  dz'  dy'  dx' 

(^)    "^iF-'-ItT'  'lu-p-di'  '"df^'^irr 

et  il  suffit  de  determiner  la  ligne  dont  elles  sont  les  projec- 
tions sur  X',  Y',  Z'. 

Mais,  d'apris  les  formules  (4)  du  n®  19,  on  voit  que, 
-si  par  le  point  O  on  mine  deux  droites  01,  OV,  dont  les 

6. 
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composaiUes  soieiil,  pour  la  premiere,  /;,  q^  r,  et  pour  la 

seconde,  — >  —->  — ,  les  expressions  (4)  repr^senlent  les 

projiectioDs  de  Taire  du  parall^logramiue  construit  sur  ces 
deux  lignes,  sur  les  plans  des  x\y' ^  z'  :  elles  sont  done 
proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  que  fait  avec 
X',  Y',  7J  Taxe  de  cetle  aire,  et  leurs  signes  se  rapportent 
a  la  direction  de  Faxe  de  la  rotation  qui  amenerait  OI  vers 
OV  par  le  plus  court  chemin. 

L'aire  de  ce  parallelogramrae  peut  ^tre  remplac^e  par  le 
produit  de  ses  deux  c6tes  adjacents  et  du  sinus  de  leur  an- 
gle :  de  sorte  que  la  ligae  dont  les  expressions  (4)  sont  les 
projections,  et  qui  est  dirig^  suivant  Taxe  de  rotation  qui 
vient  d'etre  defini,  est  egale  a  cof^^  sin  J,  o)  etant  la  vitesse 
angulaire,  i^r  la  vitesse  relative  du  mobile,  et  d  Tangle  de 
la  direction  de  cette  vitesse  et  de  Taxe  instantane.  En  mul- 
ti pliant  cetle  valeur  par  0',  on  aura  la  troisiime  compo- 
sante  de  la  deviation  dans  le  mouvementabsolu  du  mobile.. 
On  obtientdc  cette  maniere  I'expression  deja  donnee 

0'  w .  t'r  sin  $ . 

On  relombe  ainsi  sur  la  proposition  demontree  i\?  58, 
et  Ton  en  deduirait  semblablement  Texpression  de  la  devia- 
tion dans  le  mouvement  relatif  du  point. 

64.  Remarque.  —  Lorsque  le  mouvement  dn  syst^me 
rigide  est  connu,  c'est-a-dire  lorsque  J,  yj,  ^,  a,  i,  c,  a', 
i',  c',  a'',  V'y  d'  sont  des  fonctions  donnees  du  temps,  il  est 
facile  de  voir  comment  on  peut  deduire  le  mouvement  rela- 
tif d'un  point,  de  la  connaissance  de  son  mouvement  ab- 
solu,  et  reciproquenvent.  Eu  effet,  si  I'on  connait  x^j^  z 
en  fonctioD  de  t^  les  equations  (i)  donneront  x^^y\  «';  et 
reciproquement  elles  donneront  x,j^,  z  si  Ton  connait  x', 
r\  z'  en  fouction  de  t. 
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Si  Ton  connait  seulement  une  des  deux  trajecloires, 
absolue  ou  relative,  on  en  deduira  (acilemenl  Tautre.  Si, 
par  exemple,  on  donne  deux  equations  eutre  x^  y^  z 
seulement,  qui  determinent  la  trajectoire  absolue  du  mo- 
bile, il  suffira  d'eliminer  x^y^  z,  t  entre  ces  deux  ^ua- 
tions  et  les  equations  (3),  et  I'on  aura  deux  equations 
entre  a:',  J'',  z'  seulement,  qui  seront  celles  de  la  trajec- 
toire relative.  II  en  serait  de  m&me  si  Ton  donnait  d'abord 
deux  equations  entre  x\  y\  z\  et  qu'on  demandat  celles 
dela  trajectoire  absolue. 

II  est  facile  de  g^neraliser  ces  considerations  en  substi- 
tuant  a  un  point  un  systime  rigide  dont  le  mouvement 
pourra  ^tre  d^termin^  par  trois  de  ses  points,  ou  de  toute 
autre  maniere.  On  verra  facilement  que  son  mouvement 
relatif  pent  £tre  d^uit  de  son  mouvement  absolu,  et  reci- 
proquement.  Mous  nous  ecarterions  de  notre  objet  en  en- 
trant dans  plus  de  details  a  cet  ^ard. 

Jut  re  manitre  d'envisager  le  mouvement  relatif. 

65.  Dans  ce  qui  precMc,  nous  avons  considere  le  mou- 
vement relatif  comme  un  des  mouvemcnts  composants  d'un 
corps,  ou  d^un  point  materiel.  Nous  avons  cherche  com- 
ment les  donnees  de  ce  mouvement  pouvaient  servir  a 
determiner,  soit  la  vitesse,  soit  la  deviation  dans  le  mou- 
vement absolu^  et  il  a  ete  facile  de  deduire  de  \k  Tex- 
pression  de  ces  m^mes  quantites  dans  le  mouvement 
relatif. 

Mais  on  peut  aussi  se  proposer  directement  I'^tude  du 
mouvement  relatif,  et  Ton  peut,  pour  cela,  proceder  de 
plusieurs  mani&res.  La  marche  que  nous  clioisirons  est 
celle  dont  I'idee  generale  se  reproduit  identiquement  dans 
les  questions  les  plus  di verses,  et  qui  ram&ne  le  plus  natu- 
rellement  a  la  consideration  du  mouvement  absolu. 
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Elle  consisle  k  laisser  s'effectuer  les  deux  mouvemenls, 
puis  a  lier  entrc  eux  le  point  ou  le  corps  avec  le  systeme 
par  rapport  auquel  on  le  consid^re,  et  a  donner  a  leur 
ensemble  un  mouvement  qui  ramene  ce  dernier  a  sa  pre* 
miere  position. 

De  cette  maniere,  le  corps  aura  toujours  les  positions 
relatives  qu'il  doit  avoir  dans  le  systeme  en  question  qui  se 
trouvera  rendu  immobile.  Et  il  suffit  d'ajouter  un  mouve-* 
ment  de  plus  a  ceux  auxquels  le  corps  est  assujetti  \  savoir^ 
le  mouvement  d' ensemble  qui  ramine  constamment  le  sys- 
time  de  comparaison  dans  sa  premiere  position.  On  voit 
ainsi  qu'en  ajoutant  un  nouveau  mouvement  au  corps,  et 
cherchant  le  mouvement  absolu  resultant,  ce  dernier  sera 
pr^cisement  le  mouvement  relatif,  tel  qu'il  aura  lieu  dans 
le  syslime,  et  que  Ton  se  propose  d'^tudier.  Toute  la  ques- 
tion consiste  done  dans  la  determination  precise  du  mou-- 
vement  a  introduire,  puisqu'apres  cela  on  rentre  dans  la 
consideration  ordinaire  du  mouvement  absolu.  Telle  est  la 
methode  depuis  longtemps  suivie,  et  que  nous  allons  appli- 
quer  aux  deux  questions  principales  qui  se  rapportent  au 
mouvement  d'un  seul  point. 

66.  f^itesse  dans  le  mous^ement  relatif,  -—  Soient  M 
(Jig*  I  a)  une  position  quelconquedu  mobile,  M'  celle  qu'il 
aura  apris  un  temps  infiniment  petit,  Mi  celle  qu'occupera 
apris  ce  m^me  temps  le  point  du  systeme  qui  coi'ncidait 
avec  lui  en  M.  Joignons  ces  points  par  des  droites,  et  for- 
mons  le  parallelogramme  MM,  M'  K.  Considerons  mainle- 
nant  le  point  M'  comme  lie  au  systeme,  et  ramenons  ce 
dernier  dans  sa  premiere  position.  II  suffira  de  donner  a 
rensemble  un  mouvement  de  translation  qui  amine  Mj 
en  M,  et  M'  en  K;  puis  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  M,  qui  ne  pourra  changer  la  nouvelle  position  du  point 
M'  que  d'une  quantite  infiniment  petite  du  second  ordre, 
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puisque  MK  est  da  premier.  Nous  ponrroDs  done  negliger 
celle  quantite  et  supposer  qae  M'  reste  en  K.  Or,  les  direc-- 
tions  des  trois  droites  MK,  MM',  MM|  ont  pour  limites 
celles  des  tangentes  auz  trajectoires,  relative  et  afaiolue^ 
du  mobile,  et  k  celle  du  point  coifncident  du  systeme  ^  et 
les  rapports  de  ces  trois  droites  ont  pour  limites  ceux  des 
vitesses  sur  ces  trajectoires.  D'ou  Ton  conclut,  comme  pr^- 
cedemment,  que  : 

La  Vitesse  relatwe  est  la  resultante  de  la  intesse  absolue, 
et  de  la  Vitesse j  prise  en  sens  contraire,  du  point  coincident 
du  systhme, 

67.  Pe\fiation  dans  le  mom^ement  relatif.  -^  La  quan* 
tit^  a  calculer  ^tant  du  second  ordre  infinitesimal,  nous  ne 
ponrrons  plus  n^liger,  comme  nous  venons  de  le  faire,  le 
mouvement  de  rotation  qui  introduit  une  quantite  du  second 
ordre. 

Soient  M  (fig>  i4)  1^  position  du  mobile  a  un  instant 
quelconque,  M'  celle  qu'il  occupe  apris  nn  temps  infini- 
ment  petit  0,  et  V  celle  qu'occuperait  sur  la  tangente  a  la 
trajectoire  un  point  parlant  de  M  en  mteie  temps  que  le 
mobile,  et  se  mouvant  uniform^ment  avec  la  vitesse  que 
celui-ci  a  en  M;  T'M'  sera  la  deviation  dans  le  monye* 
ment  absolu.  Soit  de  m^me  TiMi  la  deviation  apr^  le 
temps  6,  dans  le  mouvement  du  point  du  systime  qui  coin- 
cidait  avec  le  mobile  en  M.  Les  longueurs  M'F,  MTi  pour- 
ront  ^tre  prises  pour  representer  les  vitesses  en  M  sur  ces 
deux  trajectoires.  ^ 

Or,  pour  avoir  la  deviation  dans  le  mouvem^it  reUtqP 
il  faut  commencer  par  mener  en  M  la  tangente  a  la  trajec- 
toire relative,  supposer  un  point  qui  s'y  meuve  uniform^ 
ment  avec  la  vitesse  relative  pendant  le  temps  0,  tandis 
qu'elle  est  entrainee  par  le  systime  avec  lequel  elle  est 
fixement  liee,  puis  joindre  le  point  ou  il  est  ainsi  parvenu 
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avec  le  point  M';  cctie  droile  sera,  en  grandenr  et  en  direc- 
tion, la  deviation  dans  le  mouvemeut  relatif. 

Cela  pos^,  conslderons  le  point  M'  comme  lie  au  systime, 
et  ramenons  celui-ci  dans  sa  posiuou  primitive  ;  Ja  devia- 
tion relative  se  sera  transportee  dans  une  position  qu'i}  est 
,  tr^'facile  de  determiner. 

Donnons  d'ahord  au  syaieme  les  deux  mouvements  de 
trapslalion  M,  T,  et  T,  M  qui  ram^nent  le  point  Mi  a  sa 
premiere  position  M.  En  menant  M'm'  ^1  et  parallele 
a  T,M,  m'\t  egal  et  parallele  k  M,T|,  on  aura  la  position 
deM'  apres  les  deux  translations. 

Lorsque  ensuite  le  syst^e  tournera  autour  de  I'axe  in- 
stantane  passant  par  M,  avec  la  vilesse  angulaire  u,  pendant 
le  temps  6,  le  point  fi  d^rira  un  arc  infiniment  petit  f^f^', 
que  nous  determinerons  lout  a  Theare ;  fj^  sera  la  position 
do  mobile  lorsque  le  syst^e  sera  reve&u  i  sa  premiere  po- 
sition. 

Dans  cette  situation  la  tangente  a  la  trajectoire  relative 
sera  dans  la  direction  Ml',  et  la  longueur  m^me  Ml'  sera 
I'espace  parcouru  unifonn^ment  avec  la  vitesse  relative, 
pendant  le  temps  6,  dans  lequel  les  longueurs  MT',  et  MT| 
egal  a  T't*,  soni  parcourues  sur  les  tangentes  aux  deux 
autres  trajectoires ;  d'ou  il  suit  que  la  d^iaiion  relative 
sera  t'fx'. 

Mais  t'}!.'  est  la  resultante  des  trois  lignes  t'm'  on  T'M', 
m' ^  ou  M,T,,  et  enlin  [t.\i'.  \a  premiere  est  la  deviation 
dans  le  mouvemeut  absolu;  la  secoude,  la  deviation,  prise 

tsens  contraire,  dans  le  mouvement  du  point  coincident 
systeme. 

Quant  a  la  troisi&me  ligne  f*(x'  d^rite  par  le  point  fi 
tournant  aulour  de  I'axe  insUntan^  MI,  nous  commence- 
I'ons  par  remarquer  qu'elle  peut  £tre  remplacee  par  celle 
que  d^rivait  le  'point  (',  qui  n'esl  distant  de  ft  que  d'un 
infiniment  pelit  du  second  ordre.  Sa  direction  est  done 
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perpendiculaire  au  plan  IMtf  men^  par  I'axe  iustaniaiie  et 
la  Vitesse  relative,  et  le  sens  que  Ton  doit  prendre  est  celui 
de  la  rotation  elle-mdme.  Sa  valeur  est  le  produit  de  Tangle 
de  rotation  eoS  par  la  distance  de  t'  a  MI,  ou  par  le  produit 
deM t^  par  sinlMt^;  et  comme  Mtf=^  9i^^,  %^r  designant  la 
vitesse  relative,  Tare  mi'  a  pour  valeur  6*(d%^rS>inlMtfj  en 
n^gligeant  les  qcuntites  infiniment  petites  d'ordre  plus 
eleve.  On  retombe  done  sur  les  resultats  pr^^emment 
obtenuS)  et  Ton  retrouve  la  decomposition  de  la  deviation 
relative,  telle  qu'elle  est  enoncee  dans  le  n^  61 . 
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NOTIONS  ET  PRINCIPES  GfiNfiRAUX. 


1 .  On  dit  qu  un  point  est  en  repos  lorsqu'il  occupe  con- 
stamment  la  m^me  position  dans  Tespace,  et  qu'il  est  en 
luouvement  lorsque  cette  position  change  d'une  maniire 
continue.  Nous  ne  pouvons  par  aucun  moyeu  reconnaitre 
si  un  point  est  en  repos  ou  en  mouvement,  parce  que  nous 
ne  connaissons  pas  d'objets  fixes  auxquels  nous  puissions 
rapporter  sa  position  :  seulement  nous  powions  aflBrmcr 
que  si  la  position  relative  de  plusieurs  points  n'est  pas 
res  tee  la  m&me,  il  y  en  a  un  certain  nombre  dont  la  posi- 
tion absolue  a  chang^. 

Lorsqu'un  grand  nombre  d'objets  conservent  la  m^me 
position  relative,  on  est  port^  k  les  juger  en  repos,  et  si 
Tun  dVux  change  de  place  par  rapport  au  systime,  c'est  a 
lui  qu'on  attribue  le  mouvement.  C'est  ainsi  que  Ton  a  cm 
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pendant  si  longtemps  la  terre  immobile  dans  I'espace.  Une 
etude  approfondie  des  ph^nomines  pent  modifier  cette  pre- 
miere impression  -,  mais  on  ne  pent  jamais  avoir  de  certi- 
tude a  cet  egard,  et  les  principes  sur  le  mouvement  absolu, 
auxquels  on  est  conduit  par  I'observation  des  mouvements 
relalifs,  ne  sont  que  des  inductions  qui  peuveat  avoir  une 
grande  probabitite,  mais  qui  out  loujours  besoiu  d'etre 
vertS^  par  I'accord  enlre  les  consequences  logiques  aux- 
quelles  elles  couduisent  et  les  phenom^ues  observes  direc- 
tement. 

2.  Forces.  —  Le  principe  le  plus  simple  auquel  on  par- 
vient  de  cette  mani^re,  consiste  en  ce  qu'un  point  qui  eat 
•a  repos  absolu  y  resterait  ind^finiment  s'il  ne  survenaii 
cvriaines  causes  en  dehors  de  lui  qui  le  missent  en  mouve- 
raent.  Ces  causes  se  nomment  des  forces,  et  la  direction 
d'une  force  est  celle  de  la  ligne  suivanl  laquelle  le  point  se 
mouvrait  en  veriu  de  sod  action,  s'il  etait  enticement 
tibre. 

La  notion  des  forces  est  une  des  plus  §implcs  el  des  plus 
incontestables;  elle  nous  vient  de  1' experience  de  Ions  les 
instants.  Pfous  ne  pouvons  d^ranger  un  corps  de  la  jiositiou 
qu'il  occupe,  sans  avoir  le  sentimeni  d'un  effort;  nous 
r^prouvons  aussi  en  emp6cbant  le  mouvemeni  qu'uii 
corps  tend  a  prendre,  par  exemple  en  ^outenatU  nn  corps 
qui  tend  k  descendre  suivant  la  verlicale;  et  nous  avons 
bientdt  I'id^  d'un  effort  plus  grand  ou  plus  petit,  avant 
d'avoir  des  moyens  precis  de  comparaison.  II  faut  done 
bien  sc  garder  de  dire  que  la  notion  des  forces  ait  rien 
d'hypoth^tique.  Elle  est  aussi  certaine  que  tout  ce  qui  nous 
vient  de  I'experience.  Quant  a  leur  nature  intimej  elle  ne 
sera  pas  plus  Tobjct  de  nos  etudes  que  ne  le  sera  Tessence 
de  la  mati^re  elle-m^mc.  En  cela,  comme  en  tout  ce  qui 
depend  de  noire  syslemc  du  mondfi,  nous  partirons  de  don- 
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uees  experimenlales  Lieu  constatees,  et  iioas  n'emploierons 
Ic  raisoaaement  qu'a  en  developpcr  les  consequences. 

On  dit  que  dcs  forces  sont  ^ales  lorsque,  appliqu^  en 
sens  contraires  a  un  mime  point  libre  et  en  repos,  elles  ne 
lui  font  prendre  aucun  mouvement.  La  notion  de  T^galite 
conduit  k  celle  du  rapport  quelconque,  en  entendant  par 
sommede  plusieurs  forces,  la  force  qui  peat  remplacer  Ten- 
semble  des  preml&res  sollicitant  le  mime  point  dans  la 
mime  direction.  Les  forces,  pouvant  ainsi  itre  ^valuides  en 
nombres,  peuvent  aussi  itre  representees  par  des  longueurs , 
et  il  sera  commode  de  prendre  ces  longueurs  sur  la  direc- 
tion suivant  laquelle  elles  agissent,  et  a  partir  du  point  au- 
quel  elles  sont  appliquees. 

3.  Masse.  —  L'exp^rience  monlre  que  la  mime  force  ne 
produit  pa3  toujours  un  mouvement  identique  quand  die 
est  appliqu^e  a  des  corps  differents.  Ce  fait  donnelieu  a  une 
notion  nouvelle  qui  est  celle  de  masse. 

On  dit  que  deux  corps  d'espice  quelconque  ont  mime 
masse,  lorsque  des  forces  ^gales  produisent  des  mouvements 
identiques  sur  ces  corps  libres  et  partant  du  rcpos.  Si  on 
lie  ensemble  deux  corps,  on  en  forme  un  nouveau  dont  la 
masse  est  dite  la  somme  des  masses  des  deux  autres.  L'id^ 
de  masses  egales  conduit  a  celle  de  masses  dans  un  rapport 
quelconque;  et  les  masses  de  tons  les  corps  peuvent  itre  re- 
presentees par  des  nombres,  si  on  les  rapporte  a  celle  d'un 
volume  connu  d'une  matiire  determinee. 

On  voit  par  la  que  des  corps  formes  d'une  mime  sub- 
stance homogine  oht  des  masses  proportionnclles  a  leurs 
volumes,  et,  par  consequent,  aux  quantites  de  matierc  qu'ils 
renferment.  Mais,  comme  on  ne  pourrait  attacher  aucun 
sens  precis  k  la  comparaison  des  quantites  de  matiere  de 
deux  substances  diflerenles,  ni  siirtout  en  tirer  aucuncs 
consequences  relativement  aux  effiets  des  forces,  on  n'a  Avl 
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admettre  d'autret  caractires  distinctifs  entre  les  difl^rents 
corps  et  les  differentes  substances,  que  ceux  qui  dependent 
de  la  mani&re  dont  ils  se  component  sous  I'action  des  forces 
qui  les  mettent  en  mouvement. 

La  notion  de  la  masse  offre  done  cette  difference  essen- 
tielle  avec  celle  de  la  force,  qu'elle  ne  peut  s'acquerir  que 
par  le  mouvement^  tandis  que  la  notion  de  la  force  peut 
s^acqu^rir,  soit  en  produisant  un  mouvement,  soit  en  Tern* 
p^cbant  de  se  produire. 

4.  Densite.  —  On  appcUe  densite  d'un  corps  bomogene 
la  masse  renfermee  sous  T unite  de  volume;  elle  est,  par 
consequent,  le  rapport  de  la  masse  renfermee  sous  un  vo- 
lume quelconque  a  ce  volume. 

liOrsqu'un  corps  n'est  pas  homog^ne,  on  appelle  densite 
ea  un  quelconque  de  ses  points,  la  density  moyenne  d'une 
portion  du  corps,  iniiniment  petite  dans  tons  les  sens,  dans 
laquelle  se  trouve  ce  point;  ou,  end'autres  termes,  la  limile 
du  rapport  de  la  masse  renfermee  dans  cette  portion  a  son 
volume^  quand  il  tend  vers  la  limite  zero.  Cette  limite 
devra  kite  employee  de  la  m6me  mani^re  que  la  densite 
dans  les  corps  bomogines,  quand  il  s'agira  de  calculer  la 
masse  d'une  portion  finie  d'un  corps  non  bomog^ne, 
pourvu  qu'on  la  decompose  en  elements  infiniment  petits 
dans  tons  les  sens.  Et  c'est  pour  cette  raison  que  la  deno- 
mination de  density  a  du  ^tre  ^tendue  k  cette  limite. 

5.  StatiquCy  dynamiquej  mecanique,  —  Lorsque  des 
forces  sont  appliqu^es  a  un  systeme  de  points,  ayant  entre 
eux  des  liaisons  quelconques,  il  est  possible  qu'elles  pro- 
duisent  un  mouvement,  comme  il  est  possible  aussi  qu^elles 
s^entre-detruisent,  et  que  le  systime  reste  en  repos ;  dans  ce 
dernier  cas,  on  dit  que  ees  forces  sont  en  equilibre, 

L'ensemble  des  lois  de  IVquilibre  forme  ce  que  Ton  ap- 
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pelle  la  stalique;  les  lois  du  mouvement  formenl  ce  que 
Ton  appelle  ordinal rement  la  dynamique;  el  la  reunion  de 
ces  deux  branches  constitue  la  science  a  laquelle  on  a  donne 
le  nam  de  mecanique. 

Principes  d'un  usage  continueL 

6.  Premier  principe.  —  Lorsqu'un  syst^me  de  points  est 
en  equilibre,  on  ne  detruit  pas  cet  etat  en  fixant  un  ou  plu- 
sieurs  de  ces  points,  ou  en  etablissant  entre  eux  dcs  liaisons 
nouvelles.  En  efTet,  on  n'introduit  ainsi  aucune  force ;  ou. 
donne  seulement  des  moyens  de  delruire  certaines  forces 
nouvelles  que  Ton  introduirait  dans  le  systeme. 

^/  Nous  admetlrons  encore,  soit  comme  evident  de  soi- 
meme,  soit  comme  resultat  de  T experience,  que  lorsqu'un 
systeme  de  points  est  en  equilibre,  cet  etat  subsisterait  en- 
core si  Ton  ajoutait  4e  nouveaux  points  ou  qu'on  en  sup- 
primat,  pourvu  que  toutes  les  liaisons  primitives  ne  fussenl 
pas  alt^rees.  Ainsi,  en  supposant  le  systeme  entiirement 
rigide  ou  solide,  ce  que  nous  designerons  quelquefois  sous 
le  nom  de  corps  solide ,  on  pourra  y  Her  ou  en  retrancher 
une  quantite  de  matiere  quelconque,  pourvu  que  les  points 
auxquels  sont  appliquees  les  forces  ne  puissent  changer 
leurs  distances  mutuelles  et  qu'aucune  force  nouvelle  ne 
soit  introduite^  ct  requilibre  ne  sera  pas  trouble  :  de  sorte 
qu'on  n'a  a  s'occuper  que  du  systeme  des  points  d' appli- 
cation et  de  leurs  liaisons  exterieures,  independamment  de 
la  matiere  qui  compose  le  corps  et  de  la  forme  qu*on  lui 
donne, 

7.  Deuxibme  principe.  —  On  peut,  sans  rompre  requi- 
libre d'un  systeme,  introduire  de  nouvelles  forces  telles, 
qu^elles  se  d^truiraient  si  elles  agissaient  seules  sur  lui. 
Cela  est  Evident,  en  supposant  les  resistances  du  systeme 
susceplibles  d^me  intensite  ind^finie.  On  peut  aussi  sup- 
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primer  des  forces  qui  se  detruisenl  effeclivemeul  par  les 
efforts  exerces  par  ce  systj^me. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  qu  il  ne  suffirait  pas  que  ces 
demieres  fussent  en  equilibre  dans  le  cas  ou  elles  agiraient 
seules  sur  le  syst^me.  Si  elles  ne  produisent  pas  reellement 
les  efforts  qu'elles  produiraient  si  elles  etaient  seules,  elles 
ne  se  d^truisent  pas  entre  elles,  et  dhs  lors  on  ne  saurait  affir- 
mer  que  Tequilibre  ne  serai t  pas  rompu  si  on  les  supprime. 

8.  Troisieme  principe.  —  On  peut,  sans  detruire  Tequi- 
libre,  supprioier  un  groupe  de  forces  telles,  que  des  forces 
respectivemeut  egales,  et  appliquees  aux  m^mes  points  en 
sens  contraire,  seraient  en  ^uilibre  si  elles  existaient  seules 
sur  le  systime.  En  effet,  d'apres  le  principe  precedent,  on 
ne  derange  pas  I'equilibre  primitif  en  introduisant  ces  der- 
nieres  forces  ]  mais  chacune  d' elles  detruisant  la  force  ^gale 
et  contraire  appliquee  au  m^me  point,  on  peut  les  suppri- 
mer  I'une  et  Tautre  en  chaque  point  sans  deranger  T^ui- 
libre,  et  il  ne  reste  plus  que  les  forces  primitives,  moins  le 
groupe  en  question. 

11  est  a  remarquer  que  Ton  peut  ainsi  supprimer  un 
^,  groupe  de  forces  qui  ne  serai t  pas  en  Equilibre  sur  le  sys- 
(^/  teme,  sll  y  existait  seul.  II  est  sufBsant  que  le  groupe  com- 
pose de  forces  respectivemeut  contraires  soit  en  equilibre, 
sHl  existe  seul  sur  le  syst^me^  toutefois  cette  condition 
n'est  pas  necessaire. 

Quand  nous  dirons  qu'un  groupe  de  forces  se  detruit  sur 
un  systime,  nous  entendrons  toujours  que  cela  veut  dire 
qu'on  peut  le  supprimer;  et  nous  laisserons  au  lecteur  a 
faire  le  raisonnemeut  qui  le  prouverait^  conformement  a  ce 
qui  vient  d'etre  etabli. 

Ces  principes,  bien  simples,  sont  d*une  grande  utilite,'a 
cause  des  transformations  sans  nombre  quails  permettent 
de  faire. 
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9.  Remarque.  -^  Quelque  rigides  que  soient  les  corps, 
les  forces  qu'ils  detruisent  opirent  toujours  de  petits  chan- 
gements  dans  la  position  relaUve  de  leurs  molecules.  On 
n'en  tiendra  ici  aucun  comple;  et  Ton  supposera  que  des 
forces  qui  se  font  ^uilibre  sur  un  corps,  et  qui  ont,  par 
cela  m&me,  derang^  taut  soit  peu  ses  mol^ules,  s*y  feraient 
encore  ^uilibre  si,  par  des  moyens  quelconques,  on  pou- 
yait  rendre  ce  corps  assez  rigide  pour  que  le  derangement 
fut  encore  bien  plus  insensible  et  m^me  nul. 

Exemples  de  ^application  des  principes  pricidents. 

iO.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  montrer,  par 
un  exemple  tris-simple,  combien  il  est  necessaire  d' avoir 
egard  a  Tobservation  que  nous  avons  faite  au  sujet  du  se- 
cond des  principes  prec^ents,  et  comment  cette  difficuhe 
disparait  par  Tapplication  du  troisieme. 

Soient  A  et  B  (fig*  i5)  deux  points  li^s  de  telle  sorie, 
quails  ne  puissent  s'^loigner  Tun  de  I'autre,  mais  qu'ils 
puissent  se  rapprocber.  Que  Ton  applique  au  point  A  deux 
forces  egales  et  contraires  P,  P'  dans  la  direction  de  la 
droite  AB,  et  que  Ton  applique  a  B  deux  forces  Q,  Q^  egales 
aux  premieres,  et  agissant  en  sens  contraire  suivant  la 
ligne  AB.  II  y  aura  equilibre  dans  le  syst^me,  puisqu'il  y  a 
^quilibre  en  chaque  point.  Or  les  deux  forces  P,  Q'  seraient 
en  Equilibre  si  elles  agissaient  seules  sur  le  systeme  AB,  et 
cependant  on  ne  pent  les  supprimer  sans  rompre  Tequilibre 
des  quatre  forces;  car  il  resterait  les  deux  forces  P'  et  Q, 
qui  ne  se  detruiraient  pas,  puisque  les  deux  points  A  et  B 
peuvent  se  rapprocber  par  bypotb^e.  Or  il  est  facile  de 
reconnaltre  que  le  groupe  P,  Q'  ne  rentre  dans  aucun  des 
deux  cas  que  nous  avons  indiques  precedemment,  comme 
permettant  la  suppression. 

En  premier  lieu,  les  deux  forces  P,  Q'  ne  se  detruisent 
I.  7 
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pas  effectivement,  et  ne  produisent  pas  sur  AB  reffort 
qu'elles  produiraient  si  elles  ^taient  seules  appliqu^es.  La 
force  P  est  d^truite  par  P'  et  n'agit  que  sur  le  point  A  ^  il 
eti  est  de  m^me  des  forces  Q,  Q'  en  B,  et  il  n'en  resulte 
aqcune  action  entre  les  points  A  et  B,  qui  ne  cesseraient  pas 
(l*6tre  en  equilibre  quand  m^me  il  n'existerait  aucune  liai- 
son entre  eux. 

En  second  lieu,  les  forces  P'  et  Q,  egales  et  oppos^es  k 
P  et  Q',  ne  seraient  pas  en  equilibre  si  elles  agissaient 
Seules  sur  le  syst^me,  puisque  les  points  A  et  B  peuvent  se 
rapprocher. 

Done  enfin  on  ue  pouvait  afGrmer  qu'en  supprimant  les 
forces  P  et  Q'  on  ne  detruirait  pas  Fequilibre ;  et  nous  avons 
vu  qu'effectivement  il  se  trouvait  detruit  par  cette  suppres- 
sion ^ 

Get  exemple  montre  done  que  dans  un  systime  en  ^ui-' 
libre  on  ne  pent  pas  toujours  supprimer  un  gtoupe  de  forces 
qui  serait  en  equilibre  sur  le  systime  s'il  y  ^tait  seul.  Et  il 
montre  aussi  qu'on  pent  supprimer  un  syslime  qui  ne  serait 
pas  en  equilibre  s'il  (^tait  seul  sur  le  systeme,  mais  qui  est 
tel,  que  le  systeme  oppos^  serait  en  Equilibre  s^il  y  ^tait 
seul.  On  pent  en  efiet  supprimer  le$  deux  forces  P'  et  Q  qui 
ne  seraient  pas  en  equilibre  sur  le  systeme,  mais  sont  telles, 
que  les  conlraires  y  seraient^ 

H.  Enfin  on  peut  donner  un  exemple  bien  simple  de 
ce  que  nous  avons  avance  dans  le  troisi^me  principe,  sa- 
voir  qu'o«  peut  quelquefois  supprimer  un  systeme  deforces 
tely  que  le  systeme  contrkire,  existant  seul,  ne  serait  pas 
en  equilibre.  II  suffit  pour  cela  de  consid^rer  le  systeme  P, 
Q'  existant  seul  sur  le  fil  flexible.  On  peui  evidemment  le 
supprimer  sans  que  le  systime  cesse  d'etre  en  repos,  et  ce- 
pendant  le  systeme  des  forces  opposees  P',  Q,  existant  seul, 
ne  serait  pas  en  equilibre  sur  le  fil  flexible  \  mais  les  forces 
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que  Ton  supprime  sont  effectivement  d^truites  par  la  re- 
sistance da  systime.  Cette  remarque  peat  fttre  ^onc^ 
d'une  mani^re  differente  en  observant  que  supprimer  un 
syst^me  de  forces,  c^est  introduire  le  systime  contraire. 
On  aura  alors  la  proposition  suivante  : 

On  pent  quelquefois  introduire  un  groupe  de  forces  qui 
ne  serait  pas  en  equilibre  sur  le  systime. 

12.  Remarque.  —  On  tire  des  considerations  pr&;^entes 
cette  cons^uence,  que  si  Ton  introduit  des  forces  dans  an 
systime,  on  ne  peut  pas  toujours  affirmer  que  -leur  effet 
sera  le  m^me  que  si  Ton  avait  pr^alablement  introdait 
certaines  autres  forces  qui  n'auraient  pas  d^truit  TAjui- 
libre,  mais  qui'cependant  pohrraient  avoir  de  Finfluence 
siir  celles  qu'on  applique  en  dernier  lieu.  Et  pour  cette 
raison  on  ne  peut,  sans  examen,  conclure  Feflet  de  forces 
introduites  dans  un  systime  ou  Ton  aurait  legitimement 
remplace  un  groupe  par  un  autre.  Un  exemple  bien  simple 
le  prouvera  sans  repHque. 

Soit  une  force  P  appliquee  a  un  point  A  d'un  fil  flexible 
AB  ayanl  tous  ses  points  en  ligne  droite  (fig^  i6).  Intro- 
duisons  les  deux  forces  egales  et  contraires  P',  V".  L'effet 
de  la  force  P  sur  le  syst^me  ne  sera  pas  moditi^ ,  soit  qu'il 
y  ait  equilibre  ou  mouvement,  pourvu  que  le  fil  reste  con- 
stamment  dans  les  conditions  primitives  qui  ont  permis 
Tintroduction  de  P',  P''.  Or  si  Ton  applique  en  B  une 
force  ^gale  et  contraire  4  P\  les  quatre  forces  se  detruisent, 
tandis  qu'il  en  aurait  et£  autrement  si  I'on  avait  applique 
la  derniere  force  avant  Tintroduction  de  P',  V". 

Nous  reconnaitrons  bientot  que  les  m^mes  difficult^  ne 
se  rencontrent  pas  dans  les  systemes  rigides,  que  dans  ceux 
dont  les  liaisons  comportent  des  changements  de  forme  ou 
de  disposition.  Mais  il  faut  prendre  garde,  en  commen9ant, 
d'attribuer  aux  principes  une  trop  grande  g^neralite. 


7- 


lOO  LIYRE    I. 

Changement  du  point  d' application  d'une  force. 

\  3.  Lorsqu'une  force  P  est  appliquee  a  un  point  libre  A, 
nous  allons  d^montrer  qu'on  pent,  sans  changer  son  effet, 
quel  qu'il  soit,  Tappliquer  a  tout  autre  point  B  de  sa  direc- 
tion, si  ce  point  est  lie  invariablement  au  premier. 

Et  il  n'est  m&me  pas  n^cessaire  que  cette  liaison  soit  aussi 
complete. 

Sii,  par  exemple,  le  point  B  est  situe  par  rapport  a  A  du 
c6te  ou  s'exerce  Inaction  de  la  force  P,  il  suffit  que  la  dis- 
tance AB  ne  puisse  augmenter;  ce  qui  sera  le  cas,  par 
exemple,  ou  ces  deux  points  seraient  lies  par  un  corps  ex- 
tr^mement  delie,  ^minemiAent  flexible  et  inexlensible. 
Nous  donnerons  dorenavant  le  nom  de  Jil  a  un  pareil 
corps,  et  nous  le  considererons  comme  n'ayant  de  dimen- 
sion que  dans  le  sens  de  la  longueur,  en  prenant  sans  r^^ 
sis  lance  toutes  les  formes  possibles,  en  conservant  la  m^me 
longueur.  Nous  considererons  plus  tard  dcs  fils  elastiques, 
qui  sous  Taction  des  forces  peuvent  changer  de  longueur. 

Si,  au  contraire,  le  point  B  etait  de  Tautre  c6te  de  A,  il 
suflirait  que  la  distance  AB  ne  put  diminuer,  comme  cela 
arriverait  si  le  point  B  etait  pose  contre  un  obstacle  in- 
flexible lie  invariablement  au  point  A. 

Pour  le  dempntrer,  dans  le  premier  de  ces  deux  derniers 
cas,  appliquons  aux  extr^mites  de  la  droite  inextensible 
AB  {fig'  16)  deux  forces  egales  a  P,  et  agissant  suivant  la 
droite  AB  dans  les  directions  AP',  BP";  ellds  se  detrui- 
raient  si  elles  etaient  seules  sur  le  syst^me,  et  par  cons^ 
quent  leur  introduction  est  permise.  Mais  les  deux  forces 
egales  P,  P',  appliquees  au  m^me  point  en  sens  contraires, 
se  d^truisent,  et  il  ne  reste  plus  que  la  force  P',  qui  n'est 
autre  que  la  force  P  transportee  au  point  B  de  sa  direc- 
tion. 
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On  raisonnerait  d'uiie  maniere  analogue  si  le  point  B 
^tait  situ^  de  1'autre  c6t^  du  point  A,  et  que  la  distance  AB 
ne  put  pas  diminuer. 

Les  raisonnements  pr^edents  ne  seraient  plus  appli- 
cables  dans  le  cas  ou,  le  systime  des  points  ^tant  en  mouTe- 
ment,  la  distance  AB  ne  resterait  pas  la  m&me. 

Enfin  si  les  conditions  respectives  de  ces  deux  cas  sont 
r^unies,  c^est-^-dire  si  les  points  A  et  B  sont  invariable- 
ment  li^  Tun  a  Tautre,  comme  cela  arrivera,  par  exemple, 
s'ils  font  partie  d^un  systime  rigide^  on  pourra  transporter 
la  force  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  suppose 
toujours  invariablement  li^  au  systime. 

14.  Remarque.  —  II  est  important  d'observer  que,  quand  . 
on  a  fixe  des  points,  ou  introduit  toute  autre  espece  de  liaison 
dans  un  syst^me  en  ^quilibre;  on  peut  supprimer  des  forces 
telles,  que  les  contraires  seraient  en  equilibre  sur  le  systeme 
modiOe.  C'est  une  consequence  immediate  du  troisieme  ' 
principe.  Si,  par  exemple,  dans  un  systeme  rigide,  on  fixe 
un  de  ses  points,  on  pourra  supprimer  toutes  les  forces 
dont  la  direction  passera  par  ce  point,  puisqu'on  peut  les 
y  supposer  appliquees. 

Si,  au  lieu  de  fixer  un  point  du  systeme,  on  en  fixe  deux, 
et  par  suile  tons  ceux  de  la  droile  qui  les  joint,  soit  qu'ils 
appartiennent  d'abord  au  systeme,  sbit  qu'on  les  y  intro- 
duise  et  qu'on  les  lie  invariablement  aux  autres,  on  pourra 
supprimer  toutes  les  forces  dont  la  direction  rencoiitrera* 
cet  axe  fixe,  puisque  chacune  d^elles  peut  ^tre  appliqu^e  a 
son  point  de  rencontre  qui  est  fixe. 

Postulatum.  —  Nous  venous  de  voir  que  quand  un  sys- 
teme rigide  avait  un  point  fixe  autour  duquel  il  pouvait  se 
mouvoir  d'une  maniere  quelconque,  toute  force  dont  la  di- 
rection passait  par  ce  point  ^tait  detruite  et  ne  pouvait 
produire  aucun  mouvemeni.  Nous  admettrons  comme  r^- 
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sultat  d'exp^rience,  oa  comme  axiome,  que  toute  force 
dont  la  direction  ne  passerait  pas  par  le  point  fixe^  ne 
serait  pas  detruite,  et  mettrait  le  corps  en  mouvement, 

INous  admettrons  encore  qu'i/  en  serait  de  mdme  dans 
le  cas  d^un  axe  fixe. 

II  en  resultera  n^cessairement  que  si  un  corps  a  un  point 
unique  ou  un  axe  fixe,  et  qu^on  sacbe  qu'une  force  appli- 
qu^e  seule  a  ce  corps  est  detruite,  on  poura  affirmer  que 
sa  direction  passe  par  le  point  fixe,  ou  rencontre  Faxe  fixe, 
a  une  distance  finie  Qu  infinie, 

15.  Reciproque  d^une  proposition  precedents  -—  II  est 
important  de  remarquer  qu'une  force  agissant  sur  un  sys* 
t^me  libre  ne  saurait  &tre  trausport^e  paralldlemeut  a  elle- 
lu^me  en  un  point  qui  ne  serait  pas  sur  sa  premiere  direc- 
tion; etf^  plus  gen^ralemeut,  qu'elle  ne  peut  ^tre  remplac^ 
par  une  autre  qui  n' aglrait  pas  suivailt  la  m^me  ligne  droite. 

En  eilet,  supposons  qu'une  force  P  puisse  4tre  remplacee 
par  une  autre  Q  qui  n'agisse  pas  suivant  la  m^me  ligne 
droite.  Fixons  un  point  sur  la  direction  de  P,  qui  soit 
autre  que  le  point  de  rencontre  des  directions  de  P  et  Q, 
si  toutefois  dies  se  rencontrent.  La  force  P  sera  d^truite, 
comme  nous  venous  de  le  voir;  elle  n'aurait  done  pas  pu 
6tre  remplacee  par  Q,  qui  dans  les  m^mes  conditions  ne 
serait  pas  d^truite. 

II  n'est  done  pas  possible  dans  un  systeme  libre  de  trans- 
porter uneforc^  parallelement  k  eile-m^me  en  un  point  hors 
de  sa  direction,  ni  de  la  remplacer  par  toute  autre  force  di- 
rigee  comme  on  voudra  et  appliquee  a  un  point  qui  ue  serait 
pas  sur  sa  direction. 

Et,  par  consequent,  toutes  les  fois  qu'on  pourra  prouver 
qu'une  force,  agissant  sur  un  sysleme  libre,  peut,  sans  cban- 
ger  d'effet,  4tre  remplacee  par  une  autre,  appliquee  en  un 
certain  point,  on  en  conclura  necessairemen(  que  sa  di-r 
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reotion  passait  par  ce  point.  II  est  facile  de  reconnaUre,  eu 
outre,  que  celte  nouvelle  force  doit  £tre  ^gde  a  la  pre- 
mise ^  car  il  a  ^t^  demontre  que,  dans  la  position  ou  elle 
se  trouve,  elle  pourrait  remplacer  la  premiere  si  elle  lui 
^it  ^ale;  done,  si  elle  etait  plus  grande  on  plus  petite, 
elle  ne  produirait  pas  le  m^me  ^ffet  que  la  premiere,  ce  qui 
est  contre  Thypoth^ . 

i6.  Deux  forces  qui  ne  sont  pas  egales  et  directement 
opposees  ne  peui^ent  se  /aire  equHibre  sur  un  systime  ri" 
gide  libre.  Cela  r^sulte  imm^iatement  des  raisonnements 
pr^^dents ;  car,  en  Bxant  sur  la  direction  de  Tune  un  point 
qui  ne  serait  pas  siir  la  direction  de  1' autre,  T^uilibre  ne 
devrait  pas  ^tre  rompu;  niais  la  premiere  serait  detruite, 
et  la  seconde  mettrait  le  systeme  en  mouvement;  Fequili** 
bre  n'existait  done  pas.  II  est  done  n^essaire,  pour  qu'il 
cfxiste,  que  tout  point  pris  sur  la  direction  d'une  des  forces 
soit  sur  la  direction  de  I'autre,  et  par  cons^uent  que  ces 
deux  directions  se  confondent ;  il  est  evident  alors  qn'elle^ 
doivent  agir  en  sens  contraire  et  itre  Egales. 

Sjrst^mes  Equivalents  ou  qui  peui^ent  se  remplacer.  — 

Composantes  et  r^sultante. 

17.  Soit  A  un  certain  groupe  de  forces^  et  B  un  second 
groupe  'qui  pourrait  le  remplacer  sur  un  sysl^me  donn^  de 
points,  sans  d^ranger  son  ^tat  d'equilibre  ou  de  mouvement. 
Introduisons  le  groupe  6  et  Toppose  que  je  designerai  par 
—  B  sans  attacher  aucun  autre  sens  au  signe  — .  Les  trois 
systimes  A,  B,  —  B  ne  seront  autre  chose  que  A.  Or,  pour 
que  B  puisse  le  remplacer,  il  faut  qu'on  puisse  supprimer 
A  et  —  B,  ce  qui  aura  lieu  si  le  contraire  —  A  et  B  est  en 
^quilibre  quand  il  existe  seul  sur  le  systeme.  D'pu  Top  con* 
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clut  €f/SLun  groupe  deforces  B  peut  ioujours  en  ren^placer 
un  autre  A,  lorsqiHil  serait  en  equilibre  sur  le  systeme 
avec  V oppose  —  A  i  cet  autre. 

Mais  cela  n^entraine  pas  qae  A  puisse  remplacer  B, 
parce  que  A  ne  serait  peut-^tre  pas  eu  Equilibre  avec  —  B, 
et  alors  on  ne  pourrait  prononcer. 

Si,  par  exemple,  on  consid^re  un  fil  flexible  MN  et  une 
force  P  appliquee  au  point  N  suivant  NM,  on  pourra  la 
remplacer  par  une  force  <$gale  et  de  m^me  sens  P'  appliquee 
en  M,  parce  que  cette  dertiiere  serait  en  equilibre  avec  P" 
egale  et  contraire  a  P.  Mais  on  ne  peut  afBrmer  que  P 
pourrait  remplacer  P'^  parce  que  P  ne  serait  pas  en  Equili- 
bre sur  le  fil  avec  la  force  egale  et  opposee  a  P'  et  appliquee 
en  M,  laquelle  cependant  equilibre  P'  qui  pieut  rempla- 
cer P. 

Et,  en  effet,  P  ne  pourrait  pas  toujours  remplacer  P. 

Remarque,' —  On  voit  par  eel  exemple  qu'il  est  possible 
qu'un  groupe  de  forces  B  soil  equivalent  a  un  autre  groupe 
A,  sur  un  certain  systime,  sans  que  A  soit  equivalent  a  B, 
sur  le  m^me  syst^me. 

Composantes  ei  risuliante. 

18.  liOrsque  des  forces  appliquees  k  un  systeme  rigide  et 
enti^rement  Hbre  dans  Tespace  sont  telles,  qu'elles  pour- 
raient  dans  tons  les  cas  6tre  remplacees  par  une  seule, 
cette  force  unique  est  dite  la  resultante  des  premieres;  et 
celles-ci  s'appcUent  ]es  composantes  de  I'autre. 

Cette  substitution  d*une  seule  force  a  plusieurs  autres  sur 
un  systeme  rigide  libre  se  nomme  composition  des  forces, 
et  la  substitution  de  plusieurs  forces  a  une  seule  se  nomme 
decomposition  de  cette  derniire. 

On  voit  done  par  ce  qui  precede,  qu'on  aura  la  resultante  * 
d'un  systeme  de  forces,  si  Ton  en  trouve  une  qui  fasse  equi- 
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libre  an  systeme  contraire,  c'est-i-dire  an  sjstime  ifOkl  cc^- 
sisterait  dans  les  forces  primitives  prises  en  sens  contraire, 
et  appliquees  respectivement  aux  m^mes  points.  Et,  par 
cons^uent,  le  problimede  la  composition  des  forces  rentre 
dans  celui  de  Tequilibre. 

Si  I'on  a  trouv^  une  resultante,  il  n'y  a  pas  a  en  chereber 
una  autre,  puisque  nous  avons  vu  qu'une  force  ne  peut 
itre  remplacee  identiquement  que  par  une  autre  qui  ne 
serai t  que  la  premiere  transport^e  en  un  point  de  sa  direc- 
tion lie  invariablement  au  systeme. 

19.  Mais  peut-on  dire  reciproquement  qu'une  force 
puisse  £tre  remplacee  par  plusieurs  autres,  par  cela  seul 
qu'elle  pourrait  les  remplacer.  Nous  avons  vu,  en  effet, 
des  cas  ou  un  groupe  de  forces  A  pouvait  6tre  remplace  par 
un  autre  6,  sans  pouvoir  r^proquement  le  remplacer. 
L'exemple  que  nous  en  avons  donn^  s'appliquait,  il  est 
vrai,  a  un  systeme  non  rigide;  mais  nous  n'avQns  pas  en- 
core le  droit  d'affirmer  que  cette  reciproque  est  toujours 
vraie  quand  il  s'agit  d'un  corps  solide. 

Nous  prouverons  bientot  qu'il  en  est  ainsi,  c'est-a-dire 
que  si  un  groupe  A  peut  elre  remplace  par  un  autre  B  sur 
un  systeme  rigide,  reciproquement  il  pourra  remplacer 
B.  Mais  dans  les  cas  simples  que  nous  etudierons  avant 
d'avoir  etabli  cette  proposition  g^n^rale,  nous  reconnai- 
trons  sans  peine  que  cette  reciprocity  a  lieu. 

Remarques  diverses. 

20.  Lorsque  plusieurs  forces^  situees  ou  non  dans  un 
menie  plan^  sent  appliquees  &  un  mSme  pointy  et  quelles 
ne  sent  pas  en  equilibre^  elles  ont  toujours  une  resultante. 
En  effet,  suppfimons  ces  forces,  et  introduisons  a  leurs 
places  des  forces  respectivement  egales  et  contraires.  Le 
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point  tundra,  par  leur  action^  k  se  moavoir  dans  une  cer- 
taine  direction  determin^e^  et,  si  Ton  appliquait  en  sent 
contraire  une  force  d'une  intensity  convenable,  on  emp6- 
cherait  evidemment  le  mouvement  de  se  produire,  et  1'^* 
quilibre  anrait  lieu.  Done,  d'apres  ce  que  nous  venous  de 
dire,  cette  force  pourra  remplacer  les  premieres. 

2i.  Lorsque  trois  forces  appliquees  en  un  m^me  point 
sont  en  equilibre,  leurs  directions  sont  dans  un  tn^me 
plan, 

Trois  forces  respectivement  egales  et  opposees  aux  pre^ 
fnieres  seraient  aussi  en  equilibre. 

Chacune  des  trois  forces  est  egale  et  opposee  h  la  resuU 
tante  des  deux  autres, 

1°  Si  les  trois  forces  n'^taient  pas  dans  un  m&me  plan, 
et  qu'on  fixat  deux  points  li^s  au  point  donn^  et  situes  sur 
les  directions  de  deux  de  ces  forces,  Tequilibre  ne  serai t  pas 
d^truit.  Or  ces  deux  forces  seraient  detruites  et  la  troisi^me 
ne  le  serait  pas  [voy.  n*^  i  4),  Fequilibre  serait  done  detruit, 
ce  qui  est  contradictoirei  II  n'est  done  pas  ^  possible  que  les 
trois  directions  ne  soicnt  pas  dans  un  m^me  plan. 

2°  Les  trois  forces  ^tant  en  Equilibre  sur  le  point  libre, 
cet  etat  ne  cessera  pas  quelque  part  qu'on  transporte  ce 
systime  sans  y  rien  changer.  Or,  si  on  le  fail  tourner  de 
deux  angles  droits  dans  so^  plan,  autour  du  point  d'appli- 
cation,  chaque  force  est  dans  la  direction  opposee  a  la  pre- 
miere et  r^quilibre  subsiste.  Done,  lorsque  trois  forces  sont 
^n  equilibre  sur  un  point,  les  trois  respectivement  egales  et 
contraires  y  sont  aussi. 

3°  Une  force  opposee  a  Tune  quelconque  des  tffois  peut 
remplacer  les  deux  autres;  car,  d'apres  ce  qui  vient  d^&tre 
dit,  elle  serait  en  equilibre  avec  les  forces  egales  et  opposees 
aux  deux  autres.  Done  chacune  des  trois  forces  est  egale 
^t  opposee  h  la  result  ante  des  dpux  autres,  II  est  presquc 
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inutile  de  faire  remarquer  quHl  n'y  a  qo'une  5eiile  force 
qui  puisse  faire  equilibre  a  deux  autres  appliqnees  a  un 
point,  car  cette  force  doit  £tre  oppos^  a  la  r&ultante,  qui 
est  unique  (n°  18). 

RappeloQS  encore  qu'en  introduisant  une  force  ^^aleet 
opposee  a  la  r^sultante  de  deux  forces  appliqu^es  k  un 
point,  il  y  a  equilibre.  En  effet,  on  a  demontre  que  Fequi- 
libre  est  possible  en  introduisant  une  troisieme  force  con-^ 
y enable,  et  ensuite  que  cette  troisieme  est  egale  et  oppo-* 
see  a  la  r^sultante.  D'ou  il  suit  que  la  force  egale  et  oppos^ 
a  la  r^sultante  ^tablit  I'equilibre. 

22.  Si  des  forces  en  nombre  quelconque  sont  appU^ 
quees  a  un  m€me  pointy  et  que  leurs  directions  soienl 
toutes  dans  un  metne  plan  et  d'un  m6me  cdte  JCune  droite 
passant  par  ce  point,  il  est  impossible  qu'elles  soient  en 
equilibre. 

En  effet,  soient  A  le  point  donne  {fig-  17)*  XAX'  une 
droile  telle,  que  toules  les  directions  des  forces  P,  P',  P''', 
P''',,..,  soient  d'un  m^me  cdt^  de  cette  droite;  et  supposons 
que  ces  forces  soient  en  ^uilibre.  Fixons  ud  point  O  situe 
sur  AX  et  lie  invariablement  a  A,  Tequilibre  ne  sera  pas 
trouble. 

Or,  si  Ton  con^oit  un  rayon  vecteur  tournant  autour  de 
A,  et  par  tan  t  de  la  direction  AX  pour  arriver  a  AX'  en  sei 
mouvant  du  c6te  ou  sont  les  directions  des  forces  donnees, 
on  reconnalt  immediatement  (n^  14)  qu'une  force  qui  se- 
rait  appliquee  seule  au  point  materiel  A  dans  une  quel- 
conque  de  ces  directions,  le  ferait  lourner.  autour  de  O 
dans  le  m^me  sens,  et  que  toute  force  appliquee  a  A,  dans 
•une  direction  situ^e  de  I'autre  cote  de  XX',  ferait  tourner 
le  point  dans  le  sens  contraire  autour  de  O. 

IL  suit  de  la  que  cbacune  des  forces  P,  P',  P^^...,  tendant 
a  faire  tourner  A  autour  du  point  fixe  O  dans  le  m^me  sens,  -' 
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rien  nes'opposera  a  ce  que  le  mouvement  ait  lieu,  et  que, 
par  consequent,  ces  forces  ne  seront  pas  en  ^quilibre  comme 
cela  devrait  £tre  d'apris  l*hypothese. 

Cette  hypoth^se  ^tait  done  fausse  et  les  forces  ne  pou- 
vaicnt  ^tre  en  ^quilibre,  ce  qu'il  fallait  ddmontrer. 

Corollaire.  —  II  suit  de  la  que  lorsque  trois  forces 
P,  P,  P^,  appliqu^es  a  un  point  libre  A,  sont  en  ^uilibre, 
la  direction  contraire  &  celle  de  Tune  quelconque  des  trois 
est  dans  Tangle  des  deux  autres. 

En  effet,  si  la  direction  oppos^e  a  AP,  par  exemple, 
n'etaitpas  dans  Tangle  FAP'',  on  pourrait  mener  par  A  une 
droite  telle,  que  les  directions  des  trois  forces  seraient  d'un 
m^me  c6te  de  cette  droite ;  les  trois  forces  ne  seraient  done 
pas  en  equilibre,  ce  qui  serait  contraire  a  Thypothese. 

23.  La  direction  de  la  resultante  de  deux  forces  ap- 
pliquees  h  un  ni^me  point  est  situee  dans  t.angle  forme 
par  les  directions  de  ces  forces. 

En  effet,  la  force  egale  et  opposce  a  la  resultante  etablis- 
sant  Tequilibre,  la  direction  qui  lui  est  opposce,  c^est^a- 
dire  celle  de  la  resultante,  sera  dans  Tangle  des  deux  forces. 

Si  les  deux  forces  sont  egales,  la  resultante  sera  dirigee 
sui^ant  la  bissectrice  de  tangle  dies  forces, 

Supposons,  en  eflfet,  qu'elle  ait  une  autre  direction  et 
faisons  tourner  de  deux  droits  le  systime  autour  de  la  bis- 
sectrice. La  resultaute  aura  pris  une  position  symetrique 
par  rapport  4  la  bissectrice.  Or  les  deux  forces  coi'ncidant 
avec  les  premieres  devraient  aussi  donner  la  premiere  re- 
sultante et  le  m^me  syst^me  en  aurait  deux,  ce  qui  est  im- 
possible. Done  la  direction  de  la  resultante  ne  pent  6tre  que 
la  bissectrice. 

24.  Si  une  force  R  pent  remplacer  deux  forces  P  et 
Q  appliquees  a  un  mime  point,  reciproquement  P  et  Q 
ensemble  pourront  remplacer  R . 
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En  effet,  si  R  peut  remplacer  P  et  Q,  nous  venons  de 
voir  qu'il  y  aurait  eqnilibre  entre  P,  Q,  —  R;  done  P  et  Q 
peuvent  remplacer  R  puisque  leur  systeme  est  en  ^uilibre 
avec  I'oppose  de  R  (n°  17 ). 

25.  Lorsque  deux  forces  ^gales  sont  appliqu^es  a  un 
meme  point,  elles  peuvent  ^tre  transportees  parallelement 
a  elles-m^mes  en  un  point  quelconque  de  la  bi ssec trice  de 
leur  angle,  pourvu  qu'il  soit  lie  invariablement  au  premier. 
Car  ces  forces  peuvent  6lre  remplacees  par  une  seule,  di- 
rigee  suivant  cette  bissectrice,  et  qui  peut  6tre  appliqu^ 
en  un  quelconque  de  ses  points  :  or,  en  ce  point,  d'apris  le 
numero  precedent,  elle  peut  £tre  decomposee  comme  elle 
aurait  pu  T^tre  au  premier  point  d'application,  et  Ton 
aura  ainsi  deux  forces  ^ales  et  paralleles  aux  premieres, 
*  appliquees  en  un  point  quelconque  de  la  bissec trice. 
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COMPOSITION  ET  fiQXnLIBRE  DE  FORCES  APPUQUfiES 

A  UN  MfiME  POINT. 


26.  Jiesuliante  de  deux  forces,  —  Nous  consid^rerons 
d'abord  deux  forces  commensurables.  Soient  P,  Q  [Jig.  i8) 
ces  forces,  A  leur  point  d'application ;  AM,  AN  des  lon- 
gueurs proportionnelles  k  ces  forces  5  m,  n  deux  nombres 
entiers,  tels  que  Ton  ait  P:Q::/n  In;:  AMtAN;  parta- 
geons  les  longueurs  x\M,  AN  en  patties  ^gales  AB,  BC, 
AH,  etc.,  dont  l«s  nombres  soient  respectivement  m,  n  5  ces 
^iverses  parlies  representeront  des  forces,  dans  lesquelles 
on  pourra  decomposer  les  premieres.  M enons  par  les  points 
B,  C,  etc.,  des  paralleles  a  .^f,  et  par  les  points  H,  K,  etc., 
des  paralleles  a  AM;  ces  droites  partageront  le  parall^lu- 
grarame  AMIN  en  losanges  egaux,  et  nous  supposerons  tons 
leurs  points  et  le  point  A  lies  invariablement  entre  eux. 
Cela  pose,  les  deux  forces  ^gales  AB,  AH  peuvent  ^tre  trans- 
port^es  paralieiement  a  elles-m^mes  au  point  D  de  la  bis- 
sectrice  de  leur  angle  (n^  25) ;  elles  seront  alors  dirigees 
suivant  les  deux  c6tes  BD,  HD  qui  les  repr^senteront  aussi 
en  longueur.  En  agissant  de  la  m^me  maniire  sur  les  deux 
forces  BD,  BC,  on  les  transportera  sur  DE,  CE  \  et,  en  con- 
tinuant ainsi,  la  force  AH  sera  transportee  en  MF,  et  AM 
eii  HF.  De  m^me,  les  forces  HK,  HF  pourront  6tre  trans- 
portees  en  FG,  KG,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  les  deux 
forces  AM,  AN  seront  transportees  en  NI,  MI,  sans  que 
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leur  effet  soil  chang^.  Or  elles  donneraient  en  I  une  r^nl- 
tante  dgale  et  paralUle  k  celle  qu'elles  donnaient  en  A  ^  done, 
d'apres  ce  que  nous  avons  d^montr^  precMemment  (n^  15), 
le  point  I  appartient  a  la  direction  de  ce|te  derniire. 

II  suit  de  la  que  la  resultant e  de  deux  forces  commen- 
surables  est  dirigee  suiuant  la  diagonale  du  parallelo' 
gramme  construit  sur  les  lignes  qui  representent  ces  forces 
en  grandeur  et  en  direction. 

27.  On  pent  passer  de  la  au  cas  des  forces  incommensu- 
rabies  par  la  consideration  des  limites.  On  pent  encore  em- 
ployer la  reduction  k  Tabsurde,  comme  il  suit. 

Si  la  diagonale  AI  (fig*  19)  n/est  pas  la  direction  de  la 
r^sultante  des  forces  incommensurables  AM,  AN,  soit  AH 
cette  direction..  Par  le  point  H^  ou  elle  rencontre  Tun  des 
deux  c6t^s  du  parallelogramme,  menons  la  parall^le  HK  a 
Tautre  c6t^;  nous  pourrons  prendre  entre  M  et  K  un  point 
B,  tel  que  AB  soit  commensurable  avec  AN,  et  alors  la 
diagonale  AC  du  parallelogramme  NABC  donnera  la  direc* 
tion  de  la  resultante  des  forces  AN,  AB.  II  faudrait  done 
qu'en  la  composant  avec  la  force  represent^  par  BM,  et 
qu'on  pent  supposer  appliquee  au  point  A,  on  trouvat  la 
resultante  des  deux  forces  donn^es,  qui  est  dirigee  suivant 
AH  par  hypothise;  ce  qui  est  absurde,  puisque  cette  direc- 
tion n'est  pas  comprise  dans  Tangle  CAM  des  deux  forces 
composantes. 

Done,  quel  que  soit  le  rapport  des  forces,  leur  resultante 
est  dirigee  suivant  la  diagonale  du  parallelogramme  con- 
struit sur  les  droites  qui  les  representent. 

II  resulte  de  la  que,  si  Ton  connaissait  la  direction  de  la 
resultante  ainsi  que  celles  des  deux  forces,  et  que  d'un 
point  quelconque  de  la  «esultante  on  menat  des  parall^les  a 
ces  forces  jusqu'A  leur  rencontre  avec  leurs  directions,  les 
distances  des  deux  points  de  rencontre  au  point  d^applica- 
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tion  des  forces  seraient  dans  le  m^me  rapport  que  les  in- 
tensites  de  celles-ci . 

28.  II  reste  encore  a  determiner  I'intensite  de  la  resul- 
tante  des  deux  forces  P,  Q.  Pour  cela  nous  observerons 
que  si  nous  appliquons  suivant  la  direction  AX  (fig.  20), 
opposee  a  celle  de  la  diagonale  AI,  une  force  R  ^gale  a  la 
r^sultante,  il  y  aura  equilibre  entre  les  trois  forces  P,  Q,  R. 
La  force  Q,  par  exemple,  sera  done  egale  el  opposee  a  la 
resultante  des  deux  autres  P,  R  (n°  21 ) ;  et,  par  consequent, 
si  par  le  point  P  nous  nienons  une  parallele  a  AX,  qui  coupe 
en  B  le  prolongement  de  AQ,  et  que,  par  le  point  B,  nous 
menions  BC  parallele  k  AP,  les  longueurs  AP,  AC  seront 
dans  le  rapport  de  P  a  R ;  et  comme  AP  represente  P,  AC 
represenlera  la  force  R.  Mais  AC  =  BP  =  AI  *,  done  la  r^- 
sullante  des  deux  forces  P  et  Q  est  egale  a  AI  5  et,  par  con- 
sequent, la  diagonale  du  parallelogramme  constrnit  sur 
les  deux  forces  represente,  en  grandeur  et  en  direction^ 
la  resultante  de  ces  forces, 

Les  deux  forces  P,  Q,  et  leur  resultante  R,  sont  done  les 
irois  c6tes  d'un  triangle  dont  les  angles  sont  respectivemeut 
ceux  que  la  direction  de  la  resultante  forme  avec  celle  des 
deux  autres,  et  le  supplement  de  Tangle  que  forment  entre 
elles  ces  deux  derni^res.  Chaque  forc^e  pent  done  etre  re- 
presentee par  le  sinus  de  Tangle  des  deux  autres  :•  ce  qui 
s'exprimera  ainsi : 

P :  Q :  R  : :  sin  QR  :  sin  PR  :  sin  PQ. 

Si  Ton  observe  que  les  sinus  des  angles  QR,  PR  sont 
proportionnels  aux  perpendiculaires  p,  q  abaissees  d'un 
m6me  point  de  la  resultante  sur  les  forces  respectives  P,  Q, 
on  conclura  de  ces  proportions 

P:Q::q:p    ou    P/>  =  Q(7. 
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On  a  de  plus 

R»=  p»-H  Q»-h  2PQCO6PQ. 

Si  Tangle  PQ  est  droit,  ces  relations  deviennent 

P  =  RcosPR,     Q  =  RcosQR,     R»=P>-hQ». 

Toutes  les  questions  que  Ton  peut  se  proposer  sur  la 
composition  de  deux  forces  appliques  k  un  m6me  point, 
ou  sur  la  decomposition  d'une  force  en  deux  autres,  sent 
done  ramen^  a  la  construction  ou  k  la  resolution  dun 
triangle;  et  il  serail  superflu  d'entrer  dans  plus  de  details. 

29.  Les  deux  composantes  et  leur  r^sultante  jouissent 
d'une  propriety  remarquable  que  nous  allons  faire  con- 
naitre. 

On  sait  que  la  somme  des  distances  de  deux  points  a 
une  droite  dans  le  mAme  plan  £st  egale  au  double  de  la 
distance  du  milieu  entre  ces  deux  points  k  cette  m&me 
droite.  Cette  proposition  est  independante  de  la  position 
relative  des  deux  points  et  de  la  droite,  a  la  condition  que 
si  celle-ci  passe  entre  les  points,  les  distances  seront  consi- 
derees  c6m,me  des  coordonn^es,  positives  d'un  c6te  et  ne- 
gatives de  Pautre. 

On  conclut  de  la  que  si  Ton  a  dans  un  m^me  plan  un 
paralieiogramme  et  une  droite  indeGnie,  la  somme  alge- 
brique  des  distances  des  sommets  situes  sur  une  des  diago- 
nales  a  cette  droite  est  ^gale  a  la  somme  de  celles  qui  se 
rapportent  aux  deux  autres;  car  les  diagonales  se  coupant 
en  deux  parties  ^gales,  le  milieu  entre  les  deux  premiers 
sommets  est  le  meme  qu^entre  les  deux  autres. 

Et  si  la  droite  donnee  passe  par  un  des  sommets  du  pa- 
ralieiogramme,  la  distance  du  sommet  oppos^  est  par  suite 
egale  a  la  somme  alg^brique  des  distances  relatives  aux 
deux  autres. 

I.  8 
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Cela  pose,  soient  AP,  AQ,  AR  deux  forces  et  feur  r^sul- 
tante  (fig*  ai)  et  O  un  poim  queleonqae  de  leur  plan; 
joignons-le  aux  quatre  sommets  du  parallelogramine ;  la 
somme  algebrique  des  distances  de  P  et  ,Q  a  la  drohe  AO 
sera  egale  a  la  distaoce  du  point  R  a  AO.  Or  ces  distances 
sont  les  hauteurs  des  triangles  ayant  AO  pour  base  com- 
mune et  pour  sommets  P,  Q,  R ;  on  a  done  les  m^mes  rela- 
timas  entre  les  aires  de  ces  triangles :  et  comme  ils  peuvent 
etre  consideres  comme  ayant  O  pour  sommet  commun,  et 
pour  bases  les  trois  lignes  AP,  AQ,  AR,  leurs  aires  out 
pour  mesores  les  produits  de  ces  trois  lignes  respectives 
par  les  perpendiculaires  abaissees  deO  sur  leurs  directions. 
Designant  ces  grandeurs  par  p,  y,  r,  et  par  P,  Q,  R  les  trois 
forces,  )e5  aires  des  trois  triangles  seront  P/;,  Qy,  Rr;  et 
d'apres  ce  qui  precede,  la  somme  algebrique  des  deux  pre- 
miers produits  sera  egale  au  troisieme. 

Or  il  est  facile  de  reconitaitre  les  signes  qu'il  fant  donner 
a  ces  trois  produits  dans  cetle  Equation. 

En  efiet,  nous  avons  vu  qu'il  fallait  considerer  avec  les 
m6mes  signes  on  avec  des  signes  differenis  l«s  perpendicu- 
laires abaissfes  de  P,  Q,  R  sur  AO,  suivant  que  ces  points 
etaient  de  m^me  c6te  ou  de  c6tcs  differenis  de  AO-,  et  par 
consequent  les  triangles  qui  remplacent  ces  perpendicu- 
laires seront  de  m^mes  signes  ou  de  signes  differents  dans 
ces  m^mes  circonslances. 

Et  ces  conditions  peuvent  encore  6tre  ^nonc^es  d'une 
autre  maniere,  par  une  image  empruntee  an  mouvement 
purement  geometrique.  Pour  cela  on  se  figurera  le  point  O 
fixe,  et  lie  au  point  materiel  A,  qui  ne  pourrait  par  con- 
sequent que  tourner  autour  de  O,  dans  un  sens  ou  dans  le 
sens  contraire.  Or  il  est  Evident  que  deu4  forces  AP,  AQ, 
appliqu^es  successivement  au  point  materiel  A,  le  feraient 
tourner  dans  le  m^me  sens  si  le  point  O  est  en  dehors  de 
Icur  angle,  ct  dans  le  sens  oppose  si  O  est  dans  cet  angle ; 
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OU)  en  d*autres  termes,  si  les  perpendiculaires  abaiss^  de 
P  et  Q  sur  AO  sont  de  tn^ines  signes  on  de  signes  con- 
tfaires.  Les  produiu  Pp^,  Qq^  R''  doiveni  done  fttre  pris 
avec  les  m&mes  signes  ou  avec  des  signes  contraires,  sui- 
vant  que  les  forces  correspondantes  tendent  k  faire  tonrner 
autour  de  O  dans  le  m^me  sens  ou  dans  des  sens  difierents. 

On  donne  k  ces  produits  le  nom  de  moments  des  forces 
par  rapport  au  point  O.  Le  tbeor^me  que  nous  Tenons  de 
demon trer  peut  done  s'^noncer  de  la  tnani^re  suivante  : 

La  somme  algebrique  des  moments  des  deux  JbrTes 
concouranteSy  par  rapport  a  un  paint  quelconque  de  leur 
plan,  est  egal  au  moment  de  la  risultante  par  rapport  h 
ce  m^me  point. 

Composition  et  iquilibre  deforces  en  nombre  quelconque 

appliquies  a  un  point  lihre. 

30«  La  r^sultante  de  deux  forces  appliqu^es  ii  uo  ni^me 
point  ^tant  representee  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  paralleiogramme  construit  sur  les  droites 
qui  representeut  ces  forces  en  grandeur  et  en  direction,  il 
s'eUsuit  que  pour  avoir  ia  r^sultante  d'un  nombre  quel- 
conque des  forces  P,  P,  P\  etc.,  appliqu^eaa  un  point  A, 
et  representees  par  les  droites  AP,  AP',  AP',  etc.,  on 
pottrra  composer  d'abord  les  deun  forces  P  el  P',  pais  leur 
resultante  avec  P',  cette  nouvelle  resultante  avec  P",  et 
ainsi  de  suite^  jusqu'a  la  derniere  force.  D'ou  il  suit  que 
si  Ton  construit  «n  polygone  APBCD  (/^g.  ^a),  dont  les 
c6tes  soient  egaux  et  paralleles  aux  droites  AP,  AP',  etc., 
et  que  Ton  joigne  le  point  A  au  dernier  sommet  D,  la  ligne 
AD  representera,  en  grandeur  ei  en  direction,  la  resul- 
tante de  toutes  les  forces. 

On  conclul  de  U  que  la  condition  necevSsaire  et  suffi- 
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saiite  pour  que  les  forces  appliquees  a  uu  point  libre  soient 
en  equilibre,  consiste  en  ce  que  le  point  extreme  D  se  con* 
fonde  avec  le  point  A,  c'est-a-dire  que  le  polygone  APB...D 
soit  fermd. 

Lorsque  les  forces  sont  au  nombre  de  trois,  et  que  leurs 
directions  ne  sont  pas  dans  un  m£me  plan,  il  est  facile  de 
voir  que  la  construction  indiquee  donne,  pour  la  grandeur 
et  la  direction  de  la  r^sultante,  cellesde  la  diagonale  da 
parallel] pipede  construit  sur  ces  trois  forces. 

Si  Ton  change  le  sens  de  toutes  les  forces  sans  changer 
leur  grandeur,  le  nouveau  polygone  que  Ton  construirait 
formerait  avec  le  premier  une  figure  dont  A  serai  t  le  cen- 
tre. Done  si  les  premieres  forces  dtaient  en  ^uilibre^  les 
oppos^es  y  seront  aussi :  et  si  elles  n^y  etaient  pas,  lour  re- 
sultante  changer^it  de  sens  sans  changer  de  grandeur. 

31  Le  theoreme  des  moments  d^moutr^  dans  le  cas  de 
deux  forces  a  lieu  quel  que  soit  leur  nombre.  Car  la  somme 
des  moments  de  P  et  P'  est  egal  au  moment  de  leur  r&ul- 
tante;  composant  celle-ci  avec  P'',  le  moment  de  la  nou- 
velle  r^sultante  sera  egal  a  la  somme  de  ceux  de  ses  deux 
composantes,  et  par  suite  a  la  somme  de  ceux  des  trois 
forces  P,  P',  P'',  et  ainsi  de  suite.  D'ou  Ton  conclut  ce 
theoreme  general  : 

Le  moment  de  la  resuliante  d'un  nombre  quelconque 
de  forces^  dans  un  m€me  plan  et  appliquees  h  un  meme 
pointy  est  egal  h  la  somme  algebrique  de  ceux  des  com^ 
posantes,  par  rapport  it  un  point  quelconque  du  plan, 

Ce  theorime  se  trouvera  encore  g^neralis^  plus  tard. 

32.  Les  polygones  fermes,  plans  ou  gauches,  jouissent 
d«i  cette  propriety,  que  si  on  les  parcourt  enti^rement  dans 
Tun  ou  Tautre  sens,  la  somme  des  produits  de  chaque  c6t^ 
par  le  cosinus  de  Tangle  que  fait  la  direction  suivant  la- 
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quelle  il  est  parcouru,  avcc  uae  direction  fixe,  est  egale  a 
zero. 

Done,  lorsqu'un  systime  de  forces  appliquees  a  un  point 
libre  est  en  equilibre,  la  somme  des  produits  de  ces  forces 
par  les  cosinus  des  angles  formes  par  leurs  directions  avec 
une  m^me  direction  quelconque  est  nulle.  Reciproquement, 
si  cette  propriete  avait  lieu  relativement  a  une  direction 
quelconque,  le  polygone  serait  necessairement  ferme^  et, 
par  consequent,  il  y  aurait  ^uilibre.  Mais  il  est  facile  de 
voir  qu'il  suflit  pour  cela  qu'elle  ait  lieu  pour  trois  direc- 
tions partant  d'un  m^me  point  et  non  comprises  dans  un 
m^me  plan;  car,  si  le  polygone  n'etait  pas  ferm^,  la  somme 
dont  il  s'agit  ne  pourrait  £tre  nulle  que  pour  les  directions 
perpendiculaires  a  la  droite  qui  joindrait  les  deux  sommets 
extremes ;  or  cette  droite  ne  pent  pas  6tre  perpendiculaire 
h  trois  directions  partant  d'un  m£me  point,  et  non  com- 
prises dans  un  m^me  plan.  Done,  si  la  somme- est  nulle 
pour  ces  trois  directions,  le  polygone  est  ferme,  et  il  y  a 
equilibre.  On  pent  done  ^noncer  la  proposition  sui- 
vante  : 

Pour  que  des  forces  appliquees  h  un  point  libre  se  de^ 
truisentj  il  est  necessaire  et  suffisant  que  les  sommes  des 
projections  de  ces  forces  sur  irois  directions  non  com- 
prises daus  un  mcme  plan^  soient  siparement  egales  a 
zero, 

II  est  clair,  d'apres  ce  qui  precMe,  que  dans  cet  enonce 
nous  rcgardons  comme  positives  les  projections  des  forces 
qui  font  un  angle  aigu  avec  la  direction  fixe,  et  comme  ne- 
gatives, celles  des  forces  qui  font  un  angle  obtus.  Le  plus 
ordinal renient,  on  prend  ces  trois  directions  perpendicu- 
^  laires  entre  elles.  Si  done  on  designe  par  a,  S,  y  les  angles 
formes  par  la  direction  d'une  force  quelconque  P,  avec  les 
directions  des  axes  positifs  X,  Y,  Z,  et  que  Ton  designe  par 
le  signe  S  la  somme  des  termes  semblablos  relatifs  a  toutes 
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les  forces,  les  conditions  de  I'equilibre  seront  cxprim^ 
par  les  Equations 

2  P  cos  a  =  o ,     2  P  cos  6  =  o ,     2  P  cos  7=0. 

33.  Si  les  forces  ne  sont  pas  en  equilibre,  designous 
par  R  leur  resultante,  et  par  a,  i,  c  les  angles  formes  par 
sa  direction  avec  les  axes  :  il  y  aura  ^uilibre  en  introdui- 
sant  dans  le  syst^me  une  force  egale  a  R  et  directement 
opposee,  c'est-a-dire  faisant  avec  les  axes  les  angles 
TT  —  a,  TT  —  ft,  TT  —  c,  dont  les  cosinus  sont  egaux  et  de 
signes  contraires  a  a,  i,  c;  on  aura  done 

2P  cosa -*- Rcosa  =  0,     2  P  oos6  —  R  cos  6  =  o, 

2  P  cos  7  —  R  cos  c  =  o , 
ou 

Rcofla=.2Pcosa,      R  cos^  :=  2  P  cos6,      Rcose=r2PcoS7. 

Ces  equations  s'obtiendraient  immediat^ment  par  la  consi- 
deration du  polygone  APBDA,  qui  montre  que  la  projec- 
tion de  la  resultante  sur  une  direction  quelconque  est  egale 
a  la  somme  algebrique  des  pro^ctions  des  composantes. 
Elles  determinent  la  direction  et  la  grandeur  de  la  resul- 
tante. Si  Ton  fait,  pour  abreger, 

2Pcosa  =  X,     2Pcos6==Y,     2Pcos7=rZ, 

on  trouvera 

R=sVX'-f-Y^  +  Z' 

et 

X  Y  Z 

COSa=3^9         C0S^=S— »         COSCZSy 
R  R  i\ 

34.  L'expression  de  la  resultauie  peut  ^tre  rendue  inde- 
pendante  de  la  direction  des  axes .  En  effet,  si  on  forme  les  car- 
res  de  X,Y,Z,  en  observant  que  cos' a -f- cos' 6 -h cos' y  =  1 , 
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et  que  pour  les  directions  de  deux  forces  P  et  P'  £iisaoX 
entre  elles  ud  angle  designe  PP,  on  a 

cos  a  cos  a'  4-  cos  €  cps  6'  -f-  cos  7  CD»  7'  =  cos  PP', 

on  obtiendra 

R' =:r  2  P>  H- aSPP' cos  PP'. 

35.  On  peut  obtenir  ces  resultats  par  des  considerations 
differentes.  Si,  suivant  la  regie  du  parallelipip^de  des 
forces,  on  decompose  cliacune  des  forces  P,  P',  etc.,  suivaot 
les  trois  axes  fectangulaires,  les  composantes  de  la  force 
quelconque  P  seront  P  cos  a,  P  cos  6,  Pcos  7,  et  Ton  renxar- 
quera  que,  d'apres  les  signes  des  cosinus,  ces  composantes 
seronc  positives  quand  elles  agiront  dans  le  sens  des  axes 
positifs,  et  negatives  quand  elles  agiront  en  sens  contraire. 
Done,  si  Ton  fait  la  somme  alg^brique  des  composantes  qui 
sont  dans  le  m^me  axe,  on  aura  la  grandeur  et  le  signe  de 
la  force  a  laquelle  elles  se  reduisent.  Ainsi  toutes  les  forces 
seront  remplacees  par  trois  autres,  agissant  saivaAt  les  axes, 
et  ayant  pour  valeurs  respectives 

SPcosbt,    *2Pcos6,      2PCOS7. 

Or  il  ne  pourrait  y  avoir  equilibre  si  elles  n'etaient  pas 
nulles  separement,  car  elles  se  composeraient  en  une  seule 
qui  ne  serait  pas  nulle;  les  conditions  n^cessaires  et  en 
meme  temps  suffisantes  pour  Tequilibre  sont  done 

zPcosa=:o,     sPcos6  =  o^     2Pcos7  =  o. 

S'il  n'y  a  pas  equilibre,  ces  trois  forces  donneront  pour 
resultante  du  systeme,  la  diagonale  du  parallelipipede  dont 
elles  seront  les  aretes.  Si  done  on  pose 

zPcosa  =  X,     5:Pcos€  =  y,     2PcoS7  =  Z, 
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on  aura 

R  =  ^X»  4-  Y»  4-  ZS 
et 

X  Y  Z 

cos  a  =  —  >      cos  6  =  —  >      cos  c  =  — - 
K  R  R 

36.  Cas  general  oii  les  axes  sont  obliques.  —  Si  les 
trois  directions,  choisies  pour  la  decomposition  des  forces, 
ne  sont  pas  rectangulaires,  il  sera  toujours  n^cessaire  et 
suffisant  que  les  sommes  algebriques  des  composantes  soient 
nulles  suivant  chaque  axe,  en  affectant  de  signes  contraires 
celles  qui  sont  en  sens  oppos^.  Les  trois  Equations  de  T^qui- 
libre  n*ont  pas  la  mftme  forme,  parce  que  les  parall^lipi- . 
p^es  sont  .obliques;  mais  elles  constituent  un  systeme 
equivalent  a  celui  que  donneraient  trois  axes  rectangulaires, 
puisque  I'un  et  Tautre  systeme  sont  necessaires  et  suffisants 
pour  Tequilibre.  Si  Ton  d&igne  par  Xi,  Y|,  Z^  les  compo- 
santes positives  on  negatives  de  Tune  quelconque  des  forces 
donnees,  toutes  ces  forces  pourront  ^tre  remplacees  par 
trois  forces  dirigees  suivant  les  axes  et  repr&entees,  en 
grandeur  et  en  signe,  par  les  trois  sommes 

2  X| ,      2  X 1 ,      £  Zi . 

Les  trois  forces  qu'elles  represeutent  sont  done  les  compo- 
santes de  la  force  qui  pent  remplacer  les  forces  donnees, 
c'est-a-dire  de  leur  resultante,  et  les  conditions  d'equilibre 
de  ces  forces  seront  exprim^es  par  les  equations 

2X,  =  o,      2Yi=:0,     2Z,  =  o. 

On  arriverait  anx  m&mes  consequences  par  la  considera- 
tion des  projections  des  c6tes  du  polygone  ferme,  parallele- 
ment  k  trois  plans  non  paralleles  a  une  m^me  droite,  et 
pouvant  former  un  systeme  de  plans  coordonn^s. 
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Remarque.  —  Nous  appellerons  qnelqucfois  ybn:e  esti^ 
mee  suivant  une  direction,  la  projection  de  cette  force  sar 
Gtttte  direcUon ;  c'est  la  composante  d^termin^  que  Tod 
trouve  en  d^oniposant  la  force  en  d'autres,  dont  Tune  soil 
dans  cette  direction  et  les  antres  dans  le  plan  perpendicu- 
laire.  Ainsi,  dans  les  formnles  precedentes,  Pcosa^  PcosS, 
P  cos  y  sont  respectivement  les  yaleurs  de  la  force  P  estim^ 
suivant  les  axes  des  x,  des  j*  et  des  z. 


Equilil^re  d'un  point  assujetli  d  tester  sur  une  surface 

ou  une  courbe  fixe. 

37.  SI  un  point,  situ^  sur  une  surface  qu'il  ne  pent  quit- 
ter, est  soliicit^  par  une  force  normale  k  cette  surface,  il 
restera  en  ^uilibre  \  car  toutes  les  directions  suivant  les- 
quelles  il  pourrait  se  mouvoir  ^tant  sembiablement  places 
par  rapport  a  la  force,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu*il 
prenne  I'une  plut6t  que  Tautre,  et,  par  consequent,  il  n'en 
preudra  aucune  :  ce  principe  est  confirm^  par  toutes  les 
experiences.  Mais  si  le  point  est  soUicit^  par  une  force 
oblique,  on  peut  la  decomposer  en  deux  autres,  dont  Tune 
soit  normale  et  Fautre  dans  le  plan  tangent;  la  premiere  est 
deiruite  par  la  resistance  de  la  surface,  mais  rien  ne  s'op- 
pose  a  ce  que  la  seconde  mette  le  point  en  mouvement,  si 
Ton  suppose  qu'il  puisse  sc  mouvoir  librement  sur  la  sur- 
face dans  toutes  les  directions.  C'est  ce  qui  n'aurait  pas  n^- 
cessairement  lieu  s*il  y  avail  ce  que  Ton  appelle  un  frotte* 
meut ;  mais  nous  en  faisons  abstraction  pour  le  moment, 
et  J10Q6  supposons  tons  les  mouvements  enti^rement  libres 
sur  la  surface. 

Une  surface  ne  pouvant  done  detruire  que  les  forces  qui 
lui  sont  normales,  produit  toujours  le  m^me  eflet  ^'une 
force  egale  a  la  somme  de  ceJles  qu'elle  detruit  ^l  agissant 
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daus  la  direction  aormale  opposee.  II  en  est  de  m^me  de  la 
resistance  d'une  courbe  sur  laquelie  un  point  pent  se  mou** 
voir  librement.  Elle  detruit  les  forces  dont  la  direction  «8l 
comprise  dans  leJpWn  normal  mend  an  point  d'application^ 
et  n'en  detruit  aucune  autre.  Sa  resistance  pourraii  done 
toujours  ^tre  remplacde  par  une  force  normale,  ifi^le  el 
contraire  a  la  resultante  de  celles  qu'elle  detruit. 

Cela  pose,  soit  F(a7,  j^,  jb)  =  o  I'equation  d'une  sur- 
face sur  laquelie  doit  rester  un  point  sollicite  par  des 
forces  quclconques  P,  P,  etc.  •,  il  n'est  plus  necessaire^  pour 
son  dquilibre,  que  ces  forces  se  detruisent ;  il  suffit  que 
leur  resultante  soit  normale  a  la  surface,  et,  par  conse- 
quent, que  les  cosinus  des  angles  formes  avec  les  axes  par 
la  direction  de  la  resultante  soient  proppslionnels  a  ceux 
qui  se  rapportent  a  la  normale.  Or  les  premiers  sont  entre 
eux  comme  les  quantites  designees  prec&lemment  par  X, 
Y,  Z.  Les  autres  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  jc^jr^z 
au  moyen  de  Tequation  de  la  surface-,  d^signons-les  par 
cos  a,  cos  by  cose, 

Les  conditions  d^equilibre  sont  done  exprimees  par  les 

equations 

X  Y  Z 

COS  a       cos  b       cos  c 

Si  ces  equations  n'dtaient  pas  satisfaites,  il  n'y  aurait  pas 
equilibre^  et  si  Ton  voulait  savoir  en  quel  point  de  la  sur- 
face les  forces  p^oposee8  seraientdetruiles,  il  faudrait  irou- 
ver  les  valeurs  de  x^  y^  z,  qui  satisferaient  a  ces  deux 
equations  et  a  celle  de  la  surface. 

Si  la  surface  ne  resistait  qtte  dans  un  sens,  il  faudrait 
s'assurer  si  la  resultante  des  forces  agit  dans  le  sens  con- 
traire, sans  quoi  elle  ne  serait  pas  detruite.  Ce  cas  est 
celui  fd'un  point  qui  ne  serait  que  pose  sur  une  surface 
qu'il  tie  pourrait  penetrer^  mais  dont  il  pourrait  fetre  de- 
lache. 
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38.  Si  le  point  ^tait  assnjeui  a  rester  6ur  ane  courbe 
donn^,  il  faudrait^  pour  qu'il  fiit  en  equilibre,  que  la 
resultante  i%^t  perpendiculaire  a  la  tangente.  Or  cette  der- 
niire  ligne  fait  aveo  Ie9  axes  des  angles  a,  &,  c  dont  les 
cosinus  sont  determines  en  fonction  de  x,  y^  z  par  les  equa* 
tions  tt  la  courbe.  La  condition  d'equilibre  sera  done 
exprimee  par  Tequation 

X  cos  a  -f-  Tcos  h  -\-Ta  cos  c  =  o. 

Si  cette  equation  n'etait  pas  ^atisfaite  pour  le  point 
donne,  il  n'y  aurait  pas  ^quilibre.  On  d^terminerait  le 
point  de  la  courbe  ou  les  forces  donnees  seraient  detruites, 
en  cherchant  les  valeurs  de  x,  y^  z^  qui  satisferaient  a  cette 
equation  et  aux  deux  equations  de  la  courbe. 


Autre  maniire  d' avoir  igard  a  la  risistance  des  surfaces 

ou  des  lignes. 

39.  La  resistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  produi- 
sant  toujours  une  force  norniale,  on  pourrait  substituer 
cette  derniere  a  la  surface  ou  a  la  courbe,  et  consid^rer  alors 
le  point  comme  entiirement  libre.  La  grandeur  de  cette 
force  sera  une  des  inconnues  de  la  question;  sa  direction 
sera  dans  Tun  ou  Tautre  sens  de  la  normale,  s'il  s'agit  d^une 
surface,  et  ne  sera  assujettie  qu'a  ^tre  perpendiculaire  a  la 
tangente,  s'il  s'agit  d'une  courbe. 

Consid^rons  d'abord  le  cas  d'une  surface  dont  T&pia- 
lion  soit  F  (x^  y^  a)  =  o;  soient  N  Fintensite  de  la  force 
norniale  qui  la  rem  place,  et  a,  &,  cles  angles  qu^un  des 
deux  sens  de  la  normale  fait  avec  les  axes ;  les  composantes 
de  N  seront 

±  N  cos  o,     ±  N  cos  hy     db  N  cos  r, 
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les  signes  sup^rieurs  correspondant  a  Tun  des  sens  de  la 
normalc,  el  les  signes  infi^rieurs  k  I'autre.  Maintenant,  le 
point  devant  ^tre  consid^re  comma  libre,  les  deux  forces 
qui  le  soUiciteut  doivent  6tre  ^ales  et  oppos^,  ainsi  que 
leurs  composantes  respectives^  les  equations  d'equilibre 
seront  done  ^ 

X±Ncosdr  =  o,     Y±Nco$ft  =  o,     Z  +  Ncosf=o, 
d'ou,  en  ^liminant  N, 


cos  a       cos  b       cos  c 

Ces  deux  Equations  sout  necessaires  et  suflisantes  pour 
r^quilibre,  parce  qu'elles  en  remplacent  deux  des  prec^- 
dentes,  et  que  la  troisiime  sera  toujours  salisfaite  en  pre- 
nant  une  yaleur  convenabie  de  N  et  un  signe  convenable 
pour  le  second  terme. 

Mais  on  calculera  plus  facilement  N  en  observant  que, 
puisqu'elle  est  ^gale  et  oppos^e  a  la  force  donnee,  sa  valeur 
sera 

40.  Consid^rons  main  tenant  un  point  assujetti  a  rester 
sur  une  courbe  dont  les  equations  soient 

La  force  N,  qui  remplace  la  resistance  de  la  courbe,  pent 
avoir  une  direction  normale  arbitraire,  Les  angles  a,  &,  c, 
que  la  tangente  k  la  courbe  fait  avec  les  axes,  sontdes  fonc- 
tions  de  x^  y^  z  donnces  par  les  deux  equations  preceden- 
tes.  Si  Ton  d^signe  par  a,  €,  y  les  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  direction  de  la  force  N,  on  aura 

cos  a  cos  a  -f-  cos  h  cos  6  4-  cos  c  COS7  ^^  ®> 
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et  les  ^uations  de  Tdquilibre  seront 

X-4-Nco$a  =  o,     Y-f-Ncoft6=r  o,     Z  +  Ncos7=»o. 

On  ^liminera  les  inconnues  a,  6,  y,  Wea  mnltipliant  ces 
equations,  respectivemcnt  par  cos  a,  cos&,  cos^,  el  les 
ajoutant  ^  on  trouve  aiusi,  en  vertu  de  la  pr^^ente, 

X  cos  a  -H  Y  cos  b-^Z  cos  c  =  o, 

equation  neccssaire  et  suffisante  pour  que  les  quatre  Equa- 
tions puissent  avoir  lieu  en  mime  temps.  Les  tfois  precE- 
denies  d^termineront  la  grandeur  et  le  signe  des  compo- 
santes  N  cos  a,  N  cos  6,  N  cos  y,  qui  sont  Egales  et  de  signes 
contraires  a  X,  Y,  Z,  et  donneroot  pour  la  resistance  de  la 
courbe  une  force  Egale  et  oppos^e  k  la  resultante  des  forces 
doDuEes,  comme  cela  devait  6trc  Evidemment. 
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CHAPITRE  III. 

COMPOSITION  ET  fiQUILIBRE  DE  FORCES  PARALLtlLES 


41,  Resultante  de  deux  forces  paralletes , — Soient  deux 
forces  P,  Q  [fig-  23)  parall^les,  et  agissant  dans  le  mfeme 
sens  sur  deux  points  A,  B  lies  invariablement  entre  eux. 
Appliquons  en  A  et  B  deux  forces  ^gales  et  contraires, 
agissant  suivant  la  droile  qui  joint  ces  deux  points;  elles 
se  detruiront^  et  la  resultante  totale  ne  sera  pas  changee. 
Soient  AM,  BN  les  longueurs  qui  representent  ces  forces. 
On  pourra  remplacer  P  et  AM  par  la  force- representee  par 
la  diagonale  AC;  et  de  merae  Q  et  BN  par  BD.  Ces  deux 
directions  se  rencontre nt  en  un  point  I,  qi\p  Ton  suppo- 
sera  lie  au  systeme ,  ^t  auquel  on  appliquera  les  deux 
forces  AC,  BD.  Or,  si,  par  ce  point  I,  on  mine  des  paral- 
\k\es  a  AB  et  aux  forces,  on  pourra  decomposer  chacune 
des  deux  forces  qui  y  sont  appliquees,  de  la  m^me  maniere 
qu  elles  ^taient  decompos^es  en  A  et  B,  etTon  aura  les  deux 
parallel ogrammes  EIHG,  IFLK  respectivement  egaux  a 
jVIAPC,  BNDQ.  Les  deux  forces  EI,  IF,  egales  et  oppos^es, 
se  detruiront;  et  il  ue  restera  que  les  deux  forces  IH,  IK, 
ou  P  et  Q,  qui  s'ajouteront,  D'ou  Ton  conclut  d'abord  que 
les  deux  forces  ont  une  resultante  qui  leur  est  parallelo^ 
de  meme  sens,  egale  a  leur  somme^  et  dont  la  direction 
passe  entre  A  e^  B. 

Pour  determiner  entierement    sa   position ,    clierchons 
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le  point  O  oii  -elle  rencontre  AB.  Les  triangles  seniblables 
donnent 

AO:GH::iO:iH,    kl:bo::1K:io. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  observant 
que  I'on  a 

IH  =  Pj     IK  =  Q,     GH  =  KL, 
il  vient 

AO :  BO : :  Q :  P, 

ce  qui  montre  que  les  deux  segments  dans  lesquels  la  r^suU 
tante  divise  AB  sont  r^ciproquement  proportionnels  aux 
deux  forces;  ou  que  les  produits  de  chaque  fcHrce  par  le 
segment  adjacent  sont  ^gaux« 

Les  deux  forces  P,  Q  pouvant  &tre  representees  par  ces 
deux  segments,  leur  resul tante,  qui  est  leur  somme,  le  sera 
elle-m^me  par  la  longueur  AB ;  de  sorte  que  chacune  des 
trois  forces  sera  representee  par  la  partie  de  la  droite  AB^ 
comprise  entre  les  directions  des  deux  autres. 

Corollaire,  —  II  suit  de  la  que  le  groiipe  des  trois  forces 
P,  Q,  —  R,  serait  en  equilibre  sur  le  systeme  de  points 
donne.  Car  les  deux  forces  P,  Q  elant  remplacees  par  R, 
il  reste  les  deux  forces  egales  R,  — R  appliquees  a  un  memo 
point  en  sens  conlraire,  lesquelles  ne  peuvent  mettrc  le 
systeme  en  mouvement. 

42.  Le  point  O  jouit  de  la  propriete  remarquable  de 
ne  d^pendre  nullement  de  la  direction  absolue  des  deux 
forces ;  il  reste  le  m^rae,  de  quelque  maniere  que  cette  di- 
rection change,  pourvu  que  celles-ci  restent  parall^les  et  de 
m^rae  sens,  et  que  les  points d'application  restent  les  m^mes; 
les  deux  forces  peuvent  meme  changer  de  grandeur,  pourvu 
qu'elles  conservent  le  m^e  rapport.  Ce  point  est  celui  que 
nous  appcllerons  sp^cialement  le  point  d* application  de 
la  resul tante. 
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Si  Ton  designe  par  R  la  r^sultante,  la  proposition  qui 

vient  d'etre  demontree  est  exprimee  par  les  relations  sui- 

vante's : 

R  =  P-hQ, 

P:Q:R::OB:OA:AB. 

Elles  equivalent  a  trois  Equations  distinctes.  et  donnent 
lieu  a  divers  probl^mes  tres-simples  que  nous  nous  dispen* 
serons  d'examincr.  II  sufGra  toujours,  pour  les  r^soudre, 
que  Ton  connaisse  trois  des  six  quantites  P,  Q,  R,  OA, 
OB,  AB. 

Reciproquement,  si  la  force  R  ^tait  donn^e,  on  pour- 
rait  la  remplacer  par  deux  forces  P,  Q  satisfaisant  aux 
conditions  pr^edentes.  En  eflfet,  introduisons  ces  deux 
forces  P,  Q  et  leurs  contraires,  Tetat  d'equilibre  ou  de 
mouvement  ne  sera  pas  alt^r^.  Or  on  a  le  droit  de  suppii- 
mer  le  groupe  R,  — P,  — Q,  car  le  conlraire  serait  en 
^quilibre  (n^  8)  sur  le  syst&me  en  repos  ou  en  mouve- 
ment. Done,  au  lieu  de  R,  on  aura  P,  Q  appliqu^es  au  sys- 
teme  rigide. 

43.  Supposons  maintenant  les  deux  forces  P,  Q  dirigees 
dans  des  sens  diflerents,  et  soit  P^Q. 

Decomposons  la  force  P  (fig^  ^4)  en  deux  autres  paral- 
161es  et  de  m6me  sens,  dont  Tune  soit  egale  et  directement 
opposee  a  Q ;  cela  est  possible^  d'apres  la  proposition  pre- 
c^dente,  et  Tune  de  ces  composantes  d^truisant  la  force  Q, 
la  seconde  restera  seule,  et  sera,  par  consequent,  la  resul- 
tante  cherchee.  Sou  point  d^ application  sera  en  dehors  de 
AB,  et  du  c6te  de  la  plus  grande  force  P;  ellc  sera  ^gale  h. 
P —  Q,  et  son  point  d^application  X  sera  determine  par  la 
proportion 

ax:ab::Q!R; 

et  comme 

R  =  P-Q, 
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on  aura 

AX  =  p      ^  X  AB. 

Ainsi,  en  exceptant  le  cas  ou  P  =  Q,  deux  forces  paralleles. 
et  de  sens  contraire,  ont  toujours  une  r^sultante,  qui  leui 
est  parallMe,  dirig^  dans  le  sens  de  la  plus  grande,  er 
dehors  des  directions  des  deux  forces,  et  du  c6te  de  la  plu& 
grande  *,  elle  est  egale  a  leur  difference,  et  chacune  de  ces 
^trois  forces  est  proportionnelle  k  la  distance  des  deux 
autres.  Le  point  X^  situ^  sur  la  droite  qui  joint  les  points 
d^application  des  deux  forces,  est  encore  ind^pendant  de  la 
direction  et  de  la  grandeur  absolue  de  ces  forces;  et  c*est 
encore  lui  que  nous  designerons  sous  le  nom  de  point  (Tap" 
plication  de  la  resultante. 

Si  les  deux  forces  etaient  ^gales,  Finconnue  AX  devien- 
drait  infinie,  ce  qui  annonce  une  impossibilite.  II  n*y  a  don« 
pas  alors  de  resultante,  et  il  est  facile  de  s'en  convaincr.: 
directement. 

En  effet,  supposons  que  les  deux  forces  egales  P  et  C^- 
aient  une  resultante  R,  et  faisons  tourner  le  systime  entie . 
PQR  de  deux  angles  droits  autour  du  milieu  O  de  AB,  d 
maniire  que  les  deux  forces  P  et  Q  se  remplacent  Tun 
I'autre,  et,  par  consequent,  doivent  donner  encore  la  mka. 
resultante.  Mais  la  resultante  primitive,  apr^s  ce  deplace 
ment,  sera  appliquee  en  un  point  plac^  symetriquemeii :. 
par  rapport  au  point  O,  et  sera  la  resultante  de  P  et  Q 
dans  leur  derniere  position  qui  est  identique  a  la  premiere; 
elle  pourrait  done  remplacer  la  premiere,  ce  qui  a  et^  de- 
montre  impossible  puisqu'ellen'est  pa»cette  premiere  trans- 
port^e  en  un  point  de  la  direction.  Les  deux  forces  propo- 
sees  n*ont  done  pas  de  resultante,  puisque  cette  supposition 
conduit  a  une  absurdity. 

Un  pareil  [systeme  de  forces  a  et^  nomme  couple  ^-^^ 

1-      *  9 
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M.  Poinsot,  qui  en  a  fait  un  element  esseutiel  de  la  meca- 
nique. 

44.  Les  coordonnees  du  point  d'application  de  la  resul- 
lante  pcuvent  facilemenl  etre  calculees,  d'apres  celles  des 
points  d' application  des  deux  forces  paralleTes. 

Supposons  d'abord  ces  deux  forces  de  m^me  sens,  desi- 
gnons-les  par  P,  P';  soieut  M',  M"  (Jig*  aS)  leurs  points 
d' application,  Mi  celui  de  la  resultante  qui  sera  situe  entre 
les  deux  5  et  a',  z"^  z^  les  coordonnees  paralleles  a  Taxe  des  ^ 
Zy  de  ces  trois  points. 

On  aura,  par  ce  qui  precede, 

Or,  quels  que  soient  les  signes  des  coordonnees,  on  a  la 
proportion  generale 

M'M.:M,M''::z,  — z'lz''  — z,. 

L'equalion  ci-dessus  devient  done,  en  remplacant  M'Mi  et 
M.iM''  par  les  quanlites  proportionnelles, 

ou 

PV4-PV=(P'-hP'')2„ 

ou  enfin,  en  designant  par  R  la  resultante, 

Rz.  =  PV-4-P'V'. 

Cette  equation  fait  done  connaitre  z^ ;  et  Ton  trouverait 
semblablement  les  deux  autres  coordonnees  x^  et  y^  du 
point  d'application  de  la  resultante. 

Si  les  deux  forces  P,  P''  sont  de  sens  contraire,  soit,  par 
exemple,  P''  la  plus  grande,  le  point  d^application  Mj 
{fi§»  26)  sera  en  dehors  de  M'JVF,  et  du  cote  de  M^'^  on 
aura  alors 

P'.M.M'=P'^.M,M''. 
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Mais  on  a  g^n^ralement 

M»M':M|M''::«.  — a': «.  —  «'; 

dODC 

ou 

(P"  — P')z.  =  P"z'^  —  Fz'j 

et,  en  designant  par  R  la  r^sultanle  qui  cat  dans  ce  cas 

On  aurait  deux  equations  semblables,  pour  les  coordon- 
n^es  paralleles  aux  deux  autres  axes;  et  Ton  counaitra 
encore  les  coordonn^es  Xiy  Yu  Zi,  obliques  ou  rcctangu- 
laires  du  point  d' application  de  la  resultante. 

45.  Moments.  —  Les  equations  dont  nous  venons  de 
tirer  les  coordonnees  du  point  d'application  de  la  resul- 
tante, expriment  un  tbeoreme  qui  sera  generalise  tout  a 
rheure,  et  qui  est  d'une  application  continuelle.  Chacun 
des  termes  qui  les  composent  est  le  produit  d'une  force  par 
la  coordonnee  positive  ou  negative  de  son  point  d'applica- 
tion,  el  par  rapport  a  un  plan  quelconque.  Un  parcil  pro- 
duit se  nomme  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au 
plan,  et  differe,  comme  on  le  voit,  de  ce  que  nous  avons 
nomme  moment  par  rapport  a  un  point. 

D'apres  cela^  les  &juations  precedentes  expriment  que  le 
moment  de  la  resultante  de  deux  forces  paralitica  est  ^gal 
a  la  somme  des  moments  des  composantes  quand  elles  agis- 
sent  dans  le  m^me  sens,  et  a  leur  difference  quand  elles 
sont  de  sens  contraire.  Dans  ce  dernier  cas,  le  moment  qui 
a  le  signe  -—  est  celui  de  la  force  qui  est  de  sens  contraire 
k  la  resultante. 

Pour  r^duire  ces  deux  ^nonces  a  un  seul,  il  suffit  d'em- 
ployer  la  consideration  des  signes  pour  les  forces  parallMes, 


l32  LIVRE    I. 

et  de  regarder  comme  positives  celles  qui  agissent,  par 
exemple,  dans  le  sens  de  la  plus  grandc  qui  est  celui  dc  la 
resultante,  et  comme  negatives  celles  qui  agissent  en  sens 
contraire. 

Cela  pose,  en  appelant  moment  le  produit  d'une  force, 
positive  ou  negative,  par  sa  coordonnee,  de  sign«  quelcon- 
que,  on  aura  les  propositions  g^n^rales  suivantes  : 

La  resultante  de  deux  forces  parallhles  est  egale  h  la 
somme  algebrique  de  ces  forces ;  son  moment  par  rapport 
a  un  plan  quelconque  est  egal  h  la  somme  algebrique  des 
moments  de  ces  forces, 

De  cette  mani^re  les  equations  precedentes  generalisees 

seront 

R  =  P  ^  P', 

R3=Pz4-P'«'. 

Si  on  prenait  comme  positives  les  forces  dans  le  sens  de 
la  plus  petite,  les  menibres  de  ces  equations  ne  feraient  que 
changer  de  signes,  et  par  consequent  on  pent  leur  conser- 
ver  la  m6me  forme. 

46.  Cas  d'un  nombre  quelconque  de  forces  paral- 
lhles, —  Considerons  maintenant  un  nombre  quelconque 
de  forces  paralleles,  non  situees  dans  un  m^me  plan;  et 
d'abord  supposons-les  toutes  de  m^me  sens.  En  composant 
deux  d'entre  elles  en  une  seule,  puis  cette  nouvelle  force 
avec  une  troisieme,  et  continuant  ainsi  jusqu'a  la  derni^re 
des  forces  donnees,  on  obtiendra  une  resultante  parall^le 
aux  forces  et  egale  a  leur  €omme.  Sa  direction  passera  par 
un  point  qui  ne  dependra  que  de  la  position  des  points 
d'application  des  forces  donnees  et  du  rapport  de  ces  forces, 
mais  nullement  de  leur  grandeur  absolue  ni  de  la  direction 
a  laquelle  elles  sont  paralleles.  Tout  cela  resulte  immedia- 
tement  de  ce  qui  a  ete  demontre  sur  la  composition  dedeux 
forces  parallMes.  El  semblablemenl,  si  la  resultante  etait 
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donn^e  et  appliquee  seule  au  systeme,  elle  pourrait  6tre 
remplacee  par  Tensemble  de  toutes  ces  composantes. 

Si  les  forces  ne  sont  pas  toutes  dirig^s  dans  le  inline 
sens,  on  composera  en  une  seule  toutes  celles  qui  sont  dans 
un  m&me  sens,  et  le  syst^me  sera  r^uit  d'abord  a  deux 
forces  respectivement  egales  a  la  somme  de  celles  qui  lireut 
dans  chacun  des  deux  sens,  si  elles  sont  inegales.  Elles  sc 
composeront  en  une  seule  ^gale  k  lear  difference^  et  tirant 
dans  le  sens  de  la  plus  grande,  c'est-l-dire  representee  en 
grandeur  et  en  signe  par  la  somme  algebrique  des  forces 
donnees.  Son  point  d' application  ne  dependra  que  des 
positions  des  points  d' application  de  toutes  les  forces,  de 
leurs  rapports  et  de  leurs  sens  respeetifs.  On  lui  donne  le 
nom  de  centre  des  forces  paralleles. 

Si  les  deux  r^sultantes  partielles  etaient  egales,  mais  non 
directementoppos^es,  le  systeme  n'aurait  pas  de  resultante; 
il  se  r^duirait  k  un  couple,  et  il  n'existerait  plus  de  centre 
des  forces  paraliiles.  Si  eUes  sont  egales  et  opposees,  il  y  a 
equilibre. 

47.  Theoreme  des  moments  des  forces  paralleles,  — 
La  proposition  que  nous  avons  demontree  tout  a  Theure 
pour  deux  forces  parall&les  s'etend  facilement  a  un  nombre 
quelconque.  Pour  plus  de  simplicite,  partageons  le  systeme 
de  toutes  ces  forces  en  deux  autres,  dont  le  premier  ren- 
ferme  toutes  les  forces  P',  P",  P^'',  etc.,  qui  sontdirigees 
dans  un  m^me  sens;  et  le  second,  toutes  les  forces  Q',  Q'^ 
Q'^',  etc.,  dirigees  dans  le  sens  oppose.  Soient  S  la  resul- 
tante des  forces  P^,  P',  etc.,  et  T  celle  des  forces  Q', 
Q'',  etc. 

En  composant  d*abord  P'  et  P',  on  a  une  resultante  Pj 
dont  le  moment,  par  rapport  a  un  plan  quelconque,  est 
^gal  a  la  somme  des  moments  de  P^  et  P',  d'apres  ce  qui  a 
ete  deraonlre  precedemment.  Composant  ensuite  P|  el  V^' 
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en  one  nouvelle  resulunle  Pi,  1e  momeol  de  cetie  demiire 
g«ra  egal  a  U  sotnme  des  moments  de  P,  et  P"*,  ei,  par  con- 
s^uent,  ii  la  somme  des  moments  de  P',  P",  P".  En  conti- 
naant  ainsi,  on  arrive  «videmment  a  cetle  cons^uencp, 
que  le  moment  de  la  r&uliaole  S  est  ^gal  A  la  somme  de 
ccux  des  forces  du  premier  groupe  P',  P*,  etc.  De  m£me, 
le  moment  de  la  resultante  T  est  egal  i  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  Q',  Q",  Q",  etc.,  du  second  gronpc,  qui 
sont  toates  dirig^s  Cn  sens  contraire  des  premieres. 

Or,  si  les  deux  forces  S,  T  ne  forment  pas  un  couple, 
elloi  se  reduisent  a  une  seule  force  B  qui  sera  la  resultante 
definitive  du  systemc  propose,  et  dont  le  moment  sera  ^gal 
tk  la  somme  algebrique  des  moments  de  S  el  T,  en  conside- 
rant  comme  positive  celle  qui  est  dingle  dans  nn  certain 
sens,  et  comme  negative  celle  qui  est  dirigec  en  sens  con- 
traire. Supposons,  par  exemplc,  que  cette  derni^re  soit  T, 
et  que  les  coordonn^es  du  point  d'applicatioa  de  S  et  T 
soicnt  reipectivement  s,  t,  le  moment  de  la  resultante  dn 
sysl^mesera,  en  supposant  implicitemenlaS  le  signe — , 

Ss+Tt, 

c'esl-a-dire  qu'il  sera  egal  a  la  somme  algebrique  des  mo- 
ments des  forces  donnees. 

48.  Coordonnees  du  centre  des  forces  paraliiles.  —  l* 
th^or^mc  des  moments  donoe  immediatement  I'c^ipression 
des  coordonnees  du  centre  des  forces  paralUles,  au  moyen 
de  celles  des  points  d'applicatioo  des  forces  donnees,  et  des 
valeurs  positives  ou  negatives  de  ces  forces.  II  suffit  de  con- 
siderer  successivement  les  momcnis  par  rapport  aux  trois 
plans  coordonnes  rectangulatres  ou  obliques.  Soient  P,  P', 
P",  clc,  Ifs  valeurs  algebriques  des  forces  du  syst^me; 
X,  y,  z,  x',  y',  z',  elc,  les  coordonnees  de  letirs  points 
il'applicaiiou;  R  la  valeur  dc  lour  resultante  gen^rale,  et 
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^19  /i)  2i  les  coordonnees  de  son  point  d^application,  c*est- 
a-dire  du  centre  des  forces  paralleles;  on  aura  les  qua t re 
equations  suivantes  pour  determiner  R  ct  Xi,j)^i,  Zi  : 

R  =  P+P'-+-P"-h..., 
Rx»  =  Px4-  P'a'4-  P"x"+.  . . , 

Rj,  =  Pj- 4- P'r'-f- PV -+-••• » 

R«,=Ps4-P'2'4-P"a"-f- 

II  faut  excepter,  comme  nous  Tavons  dit,  le  cas  ou  le  sys- 
t^me  se  reduit  a  un  couple;  ce  qui  ne  pent  avoir  lieu  que 
si  I'on  a  R  =  o» 

49.  Mais  il  ne  sufGrait  pas  que  Ton  eul 

(i)  P-hP'-f-P''H-...  =  o. 

Pour  que  le  systerae  se  reduisil  a  un  couple,  il  faudrait 
que  les  deux  resultantes  parti  el  les  que  nous  avons  designees 
par  S  et  T  ne  fussent  pas  dirigees  suivant  tine  m^uie  droite. 
Si  elles  Tetaient,  il  n'y  aurait  reellemeut  ni  couple  ni  re~ 
sultante  :  il  y  aurait  equilibre.  Dans  ce  cas  on  a  T  =  —  S, 
et  la  direction  de  ces  deux  forces  serail  suivant  la  droite 
qui  joint  leurs  points  d'application.  Si  done  on  prenait 
cette  droite  pour  axes  des  z,  on  aurait  s  =  t  quand  on 
prendrait  les  distances  aux  plans  ZX,  ZY.  Pour  chacun  de 
ces  plans  on  aurait  done  Ss  -|-  Tl  =  o,  et  par  consequent 

(  Pj:  +  P'x'-H..    =o, 

I  pj-f-py-^...=o, 

et  reciproquement,  si  ces  equations  out  lieu,  on  aura  sz=t 
pour  chacun  de  ces  plans,  c'est-a-dire  que  les  points  d'ap- 
plication  de  S  et  de  T  seront  a  la  m^me  distance  de  chacun 
des  plans  ZX,  ZY,  et  par  consequent  sur  une  parallele  a 
Taxe  des  z  qui  est  parallele  aux  forces.  Les  deux  r^sultantes 
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partielles  seront  done  ^gales  et  directemeut  oppos^es,  elles 
seront  done  en  ^uilibre. 

La  valeur  de  z^  reste  indeterminacy  mais  il  faut  bien  se 
rappeler  que  les  equations  (i)  et  (2)  n'assurent  Tequilibre 
que  si  les  forces  spnt  parallelcs  k  une  direction  determinee 
qui  est  celle  de  la  droite  qui  joint  les  points  d'application 
des  deux  r ^sultan tes  partielles.  Si  Ton  veut  que  Tequa- 
tion  (1)  n'entralne  pas  la  r^uction  a  un  couple,  quelle 
que  soit  la  direction  des  forces,  il  faut  que  ces  deux  points 
d'application  se  confondent,  et  que  par  consequent  on  ait 
5  =  /,  quel  que  soit  le  plan  par  rapport  auquel  on  prenne 
les  moments.  Et  si  cette  condition  a  lieu  pOur  trois  plans, 
non  parall^Ies  a  une  m^me  droite,  les  deux  points  se  con- 
fondront.  II  est  done  n^cessaire  et  suffisant  que  le  systime 
des  forces  parall^les  de  direction  indeterminee,  et  dont  la 
somme  algebrique  est  nulle,  ne  se  reduise  pas  a  un  cou- 
ple, qu'en  prenant  des  axes  arbitraires  on  ait  .les  trois 
equations 

Pa?-HPV-f..  ..  =  0, 

Pr-i-P'/H-..  =  o, 

P«-hP'2'-f-.. .  =  0. 


137 


GHAPITRE  IV. 

COMPOSITION  ET  fiQUIUBBE  DES  COUPLES. 


aO.  La  consideration  des  couples  est  due  a  M,  Poinsot, 
qui  a  fait  cannattre  les  lois  remarquables  de  teur  composi- 
tion et  leur  usage  dans  la  m^anique.  Nous  ne  ferons,  k 
cet  ^ard,  que  reprodnire  la  th^rie  de  cet  illusire  g^ 
mitre. 

On  nomme  bras  de  /ecierd'un  couple  la  perpendiculaire 
comprise  entre  les  directions  des  denz  forces  qui  le  com- 
posenl,  et  aax  extr^mites  de  laquelle  on  peut  supposer  ces 
forces  af  pliqu^es.  Le  moment  d'un  couple  est  le  produit  de 
rone  de  ces  foroes  par  le  bras  de  levier. 

11  y  a  ^  disiiugucr  deux  sens  pour  les  couples  qui  sent 
dans  un  m^me  plan.  A  cet  effet,  on  imaginera  que  Ton  Gxe 
le  milieu  du  bras  de  levier  de  chacuu  d'eux,  et  que  ces  bras 
de  levier  prenaent  le  mouvement  que  tendent  a  leiu-  iiupri- 
mer  les  forces  qui  sont  appliqu^.  II  peul  j  avoir  deux  sens 
differents  pour  ces  mouvements,  et  les  couples  pour  les- 
quels  ils  seront  les  m^es  seroat  dits  couplet  de  m€me 
sens. 

Pour  designer  d'une  maniire  commode  le  sens  d'un  cou- 
ple, nous  concevrons,  par  le  milieu  de  son  bras  de  levier, 
une  perpendiculaire  k  son  plan,  du  c6t^  ou  un  observaieur, 
plac^  le  long  de  cette  ligne,  les  pieds  contre  le  plan,  verrait 
le  mouvement  s'ex^uter  de  gauche  k  droite.  La  direction 
de  cette  perpendiculaire,  prise  a  partir  du  plan,  est  cc  ([m: 


( 
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nous  nommerons  la  direction  de  Vaxe  du  couple.  D^ou 
Ton  voit  que  les  deux  directions  oppos^es  sur  cetie  perpen- 
diculaire  correspondent  k  deux  inouvements  de  sens  oppo- 
ses dans  le  m&me  plan. 

Cela  pos^,  nous  allons  ddmontrer  ce  premier  iheorime. 

51 .  Un  couple  peut,  sans  changer  d'action,  dtre  trans- 
porie  d'une  manihre  quelconque,  poun^u  que  son  axe 
reste  parallele  et  de  mdme  sens^  et  que  son  nouveau  bras 
de  levier  soit  lie  ini^ariablement  au  premier. 

Nous  nous  assujettissons  ici  a  cette  demi^re  condition ; 
il  y  a  cependant  des  cas  particuliers  ou  elle  n'est  pas  reni- 
plie,  et  ou  Ton  peut  encore  faire  le  transport  du  couple. 
Si  on  veut  alors  TeSectuer,  il  faudra  une  discussion  spe- 
ciale. 

Le  plan  du  couple  reste  alors  parallele  a  lui-na^me, 
mais  les  forces  peuvent  changer  de  direction.  Nous  exa* 
minerous  d'abord  le  cas  ou  elles  restent  parall&les  a  elles- 
m^mes. 

Soient  AB,  A'R  (fig»  27)  les  deux  brasde  levier,  qui  sont 

alors  parallMes,  et  P,  AB  le  couple  propose  5  appliquons 
en  A',  ainsi  qu'en  B',  deux  forces  P,  V  egales  et  parallMes 
a  P  et  de  sens  opposes ;  Tensemble  de  ces  six  forces  pro- 
duira  ^videmment  le  mfeme  effet  sur  le  syst^me  que  les  deux 
premieres,  puisque  les  quatre  autres  se  detruisent  deux  a 
deux.  Or  les  deux  forces  egales  et  de  mfeme  sens,  appliques 
en  A  et  B',  donnent  une  resullanle  parallele  et  de  m^me 
sens  egale  a  leur  somme,  et  appliquee  au  milieu  O  de  AB^, 
qu'on  supposera  lie  invariablement  a  ces  deux  points ;  de 
m^me  les  forces  appliqu^es  en  B  et  A'  donnent  une  resul- 
tanle  appliquee  au  milieu  de  A'B,  suppose  He  aux  points 
B  et  A'.  Ces  deux  rdsultantes  sont  Egales,  de  sens  opposes, 
et  appliquees  au  m^me  point-,  car  les  lignes  AB',  BA',  dia- 
gonales  du  parallelogramme  ABA'lV,  se  coupent  en  leur 
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milieu  :  elles  se  d^truisent  donc^  et  il  ne  reste  que  le  couple 

P',  A'B',  qui  n'est  autre  chose  que  le  couple  pri mi lif  trans- 
port^ parallilement  a  lui-m^me. 

CoDsid^rons  maintenant  le  cas  ou  le  second  bras  de  le- 
vier  A'B'  ne  serait  pas  parallele  au  premier.  Nous  pour- 
rons,  d^apris  ce  qui  vient  d'etre  d^montre,  transporter  le 
couple  propose  parallelement  a  lui-m6me,  de  mani^re  que 
le  milieu  de  son  bras  de  levier  coincide  avec  le  milieu  O  de 


A'B'  [fig^  28) ;  et  il  resle  a  d^monlrer  que  le  couple  P,  AB 
auj^ait  la  m^me  action  sur  le  systime,  si  on  le  faisait  tour- 
ner  dans  son  plan,  de  mani&re  que  son  bras  de  levier  AB 
vint  coi'ncider  avec  A'B'qu'on  supposerait  lie  invariablc- 
ment  avec  le  sysleme.  Pour  cela,  appliquons  en  A'  ainsi 
qu'en  B'  deux  forces  P',  P'  perpendicul aires  k  A'B',  egales 
a  P  et  en  sens  contraire  i'une  de  Tautre*,  ces  quatre  forces 
ne  changeront  rien  k  Taction  du  couple  propose,  puis— 
qu' elles  se  detruisent  deux  a  deux.  Mais  les  deux  forces 
egales  P,  P*^,  que  Ton  peut  supposer  appUquees  au  meme 
point  D  lie  au  sysleme,  donnent  une  resultante  dirigee  sui- 
vant  la  bissectrice  DO  de  leur  angle,  qui  est  egale  et  op- 
posee  a  celle  des  forces  P,  P*',  appliquees  en  C  :  il  ne  reste 

done  plus  que  le  couple  P',  A'B'. 

Done  Taction  d'un  couple,  reste  la  m^me  quand  on  le 
transporte  de-n^nifere  que  son  axe  reste  parallele  a  lui- 
meme  et  de  meme  sens,  et  que  son  nouveau  bras  de  levier 
soit  li^  invariablement  au  premier. 

S2.  Un  couple  peut  toujours  6tre  remplace  par  un 
autre  de  m6me  sens,  sitae  dans  le  mSme  plan  et  ay  ant 
meme  moment.  

Soit  un  cbuple  quelconque  P,  AB  (Jig*  29)  5  prolongeons 
son  bras  de  levier  d'une  longueur  quelconque  BC,  et  appli- 
quons aux  points  B,  C  des  forces  egales  et  opposees  Q,  Q', 
telles  que  Ton  ait  Q  X  BC  =  P  X  AB;  ces  quatre  forces  ne 
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changeront  rien  a  l^acdou  du  couple  propose.  Mais  les  deux 
forces  P,  Q'  appliqufes  en  A  et  C,  auront  une  resultante 
egale  a  leur  somme,  et  appliquee  en  B,  en  verlu  de  I'ega- 
lit^  prec^dente.  Cette  resultante  sera  egale  a  la  somme  des 
forces  P,  Q'  appliqu^es  a  ce  m^me  point  en  sens  contraire ; 
ces  forces  se  decruisent,  et^  par  consequents  il  neresteplus 

que  deux  forces  formant  un  couple  Q,  BC  de  m^me  sens 
et  de  m^me  moment  que  le  couple  propose.  Et  comme  on 
pent  ensuite  le  transporter  de  mani&re  que  son  axe  reste 
parall^le  a  lui-m^me,  on  arrive,  en  reunissant  ces  divers 
resultats,  a  la  proposition  suivante  : 

Un  couple  pent  etre  remplace  par  tout  autre  dont  Taxe 
est  parallele  au  sien,  et  de  mdme  sens,  et  dont  le  moment 
est  le  mdme. 

L'action  d^un  couple  est  done  completement  determinee 
par  la  direction  de  son  axe  et  par  son  moment.  Nous  sup  - 
poserons  dorenavant  que  le  moment  soit  represente  par  une 
longueur  port^e  sur  la  direction  de  Taxe,  a  partir  de  son 
origine;  de  cetle  mani^re,  les  couples  seront  figures  geom^-. 
triquement,  comme  les  forces,  par  une  ligne  donn^e  en 
grandeur  et  en  direction.  Seulement,  dans  le  cas  des  cou- 
ples, cette  ligne  pourra  ^tre  transportee  parall^Iement  a 
elle-meme  d'une  maniere  quelconque,  tandis  que,  dans  le 
cas  des  forces,  elle  ne  pent  I'fetre  que  ia  long  de  sa  propre 
direction. 

Si  le  moment  d'un  couple  est  egal  a  zero,  il  faut  que  la 
force  ou  le  bras  de  levier  soit  nul,  et,  dans  les  deux  cas,  il 
y  a  equilibre. 

Composition  des  couples. 

53.  Cas  oil  leurs  axes  sont  paralleles.  —  Ces  couples, 
ayant  leurs  plans  paralleles^  peuvent  etre  tous  ramencs  dans 
un  seul  plan^  et,  en  leur  conservant  respeclivement  les 
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m6mes  moments,  on  pent  leur  donner  a  tons  un  bras  de  le* 
vier  egal,  et  les  placer  de  maniire  que  tons  les  bras  de  levier 
coincident.  Les  forces  relatives  aux  couples  de  m6me  sens 
coi'ncideront  alors  en  direction,  et  celles  qui  se  rapportent 
aux  couples  de  sens  differenU  seront  directement  oppos^es 
aux  premieres.  A  chacune  des  extremites  du  bras  de  leyier 
commun,  elles  se  composeront  en  une  seule  egale  a  la  dif- 
ference entre  la  somme  de  celles  qui  agissent  dans  un  sens 
et  la  somme  de  celles  qui  agissent  en  sens  contraire,  el  diri- 
*gee  dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux  sommes. 
Ges*deux  r^sultantes  formeront  done  un  couple  ayant  le 
bras  de  levier  commun,  et  pour  moment  le  produil  de  Tune 
de  ces  resultantes  par  ce  m^me  bras  de  levier  :  ce  moment 
sera  done  eviderament  egal  a  la  difference  entre  la  somme 
des  moments  des  couples  agissant  dans  un  sens,  et  la  somme 
des  moments  des  couples  de  sens  oppos^,  et  il  agira  lui- 
m^me  dans  le  sens  des  couples  qui  ont  donn^  la  plus  grande 
de  ces  deux  sommes :  ce  que  nous  exprimerons  en  disant, 
pour  abreger,  que  son  moment  est  la  somme  algebrique 
des  moments  des  couples  composants,  en  regardant  comme 
positifs  ceux  des  couples  qui  agissent  dans  un  sens,  et  comme 
negatifs  ceux  des  couples  qui  agissent  en  sens  contraire.  Ce 
couple  resultant  pourra,  d'ailleurs,  &tre  transport^  et  trans- 
form^  d'apris  les  principes  precedents.  Ce  resultat  pent 
s'enoncer  de  la  mani^r«  suivante  : 

Pour  composer  das  couples  dont  les  axes  sont  parol-- 
leles^  on  transportera  tons  ces  axes  de  manikre  quils  aient 
leur  origine  en  un  meme  pointy  on  les  composera  comme 
s'ils  representaient  des  forces  en  grandeur  et  en  direction; 
et  la  resultante  ainsi  obtenue  representera  en  grandeur  et 
en  direction  Vaxe  du  couple  resultant, 

54.  Cas  des  axes  non  paralleles,  —  Cousid^rons 
d'abord  deux  couples  seulement,  et  ramcnons  leurs  axes  a 
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avoir  leur  origine  en  un  ni£me  point  A.  Soient  AB,  AC 
(fig*  3o)  ces  axes  en  grandeur  et  en  direction.  Les  plans  de 
ces  couples  couperont  le  plan  BAG  suivant  deux  droites 
AM,  AJV  respectivement  perpendiculaires  a  AB,  AC  et  pas- 
sant au  point  A.  Donnons  anx  deux  couples  des  bras  de  le- 
vier  AM,  AN  respectivement  ^gaux  k  AB,  AC,  qui  repre- 
sentent  leurs  moments  \  les  forces  appliques  k  ces  bras  de 
levier  auront  alors  une  m^me  intensite  egale  a  Tunite. 
Enfin,  transportons  ces  couples  de  mani^re  qu'ils  aient 
chacun  une  force  de  m^me  sens  appliquee  en  A .  Les  droites 
MA,  NA,  qui  representent  les  moments  des  couples,  ^nt 
disposes  de  maniere  que  si  Ton  fait  tourner  leur  sjst^me 
d'un  angle  droit  autour  de  A,de  maniire  que  AM  vieiine 
coincider  avec  AB,  AN  coi'ncidera  alors  avec  AC;  et  la 
diagonale  AO  du  parallelogramme  construit  sur  AM  el 
AN  coi'ncidera  avec  la  diagonale  AD  du  parallelogramme 
BACD. 

Cela  pose,  transportons  le  couple  qui  est  sur  AM  de  ma- 
niere que  son  bras  de  levier  soil  le  c6te  ON  5  une  de  ses 
forces  detruira  celle  qui  est  appliquee  en  N,  et  les  quatre 
forces  se  reduiront  a  un  couple  ayant  pour  bras  de  levier 
OA,  et  dont  Taxe  sera  dirige  suivant  la  diagonale  AD  du 
parallelogramme  BACD,  qui  est  perpendiculaire  au  plan 
du  couple  et  situ^e  du  o&te  convenu.  De  plus,  les  forces  qui 
constituent  ce  couple  resultant  etant  egales  a  celles  des 
deux  autres,  son  moment  devra  aussi  &tre  represente  par 
son  bras  de  levier  AO,  ou  par  son  egal  AD;  d'ou  resulte  ce 
theoreme : 

Deux  couples,  dont  les  axes  ne  sont  pas  paralleles^ 
se  composent  en  un  autre  dont  Vaxe  est  represente  en 
grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  paralle- 
logramme construit  sur  les  axes  des  deux  couples  com- 
posants. 

On  pourra  composer  ainsi  un  nombre  quelconque  de 
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couples,  et  Ton  renfermera  les  deux  cas  dans  une  seulc 
proposition  qui  s'enoucera  comme  il  suil : 

Pour  composer  un  nombre  quelconque  de  couples  dont 
les  axes  ont  des  grandeurs  et  des  directions  quelconqueSj 
il  faut  transporter  ces  axes  parallelement  a  eux^m^meSj 
de  maniere  quails  aient  tous  leurorigine  en  un  ni^me  pointy 
et  les  composer  comme  s'ils  representaient  des  forces  en 
grandeur  et  en  direction.  La  resultante^  ainsi  obtenue, 
sera,  en  grandeur  et  en  direction,  Faxe  du  couple  resul- 
tant. 

Toutes  les  questions  relsttives  a  la  composition  etd^com- 
posiiion  des  forces  appliquees  en  uu  m^me  point  se  repro- 
duiraient  ici  pour  les  couples.  On  aurait  le  theoreme  du 
parallelipipMe  des  axes  comme  on  a  eu  celui  du  paralleli- 
pipMe  des  forces,  et  les  relations  entre  les  axes  composants 
etTaxe  resultant  seraient  les  m^mes  qu'entre  les  trois  aretes 
d'un  parallelipipede  et  sa  diagonale  •,  nous  ne  croyons  pas 
necessaire  de  revenir  sur  ces  details. 

On  remarquera  que  pour  decomposer  un  couple  en  trois 
autres  situes  dans  des  plans  donnes  formant  un  angle  tri^re, 
il  suffira  d'appliquer  ce  qui  vient  d'etre  dit  en  prenant 
pour  axes  des  couples  composants  les  perpendiculaires  res- 
pectivement  a  ces  trois  plans. 

Conditions  d'iquilibre  des  couples. 

55.  Si  les  axes  des  couples  sont  paralleles,  c'est-a-dire 
si  ces  couples  sont  dans  un  m^me  plan  ou  dans  des  plans 
parallMes,  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  leur 
equilibre  est  que  la  somme  algebrique  de  leurs  moments 
soit  nulle,  puisque  cctte  somme  est  le  moment  du  couple 
resultaut. 

Si  les  axes  des  couples  ne  sont  pas  paralleles,  il  faudra, 
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d'apr^s  l*identit^  de  la  composition  des  axes  et  de  celle  des 
forces,  que  les  sommes  alg^briques  des  projections  des  axes 
sur  trois  droites  non  situ^es  dans  un  m&me  plan,  soient 
separement  nulles.  Si  tous  les  axes  ^taient  dans  un  m^me 
plan,  il  suffirait  que  ces  sommes  fussent  nulles  relative- 
ment  a  deux  droites  non  parallMes  situ^es  dans  ce  plan.  Ce 
cas  est  celui  ou  les  plans  de  tous  les  couples  sont  perpendi- 
culaires  a  un  m^me  plan. 
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CHAPITRE  V. 

CONDITIONS  ET  fiQUATIONS  DfiQUILIBRE  D*UN   SYSTEME 
RIGIDE  QUELCONQUE,   ENTffeREMENT  LIBRE. 


56.  Reduction  generate.  —  Touie  force  pent  eire  rem- 
placee  par  une  force  egale  et  parallele,  appliquce  en  uii 
poiul  quelconque  lie  a  son  point  d'applicalion,  et  par  un 
couple  forme  d'une  force  egale  et  oppos^e  a  cette  demiere 
et  de  la  force  proposee.  Car  tela  revient  a  introduire  deux 
forces  qui  se  detruisent. 

Si  Ton  fait  cette  decomposition  pour  toules  les  forces 
d'un  systeme,  en  choisissani  le  meme  poinl  pour  toutes, 
on  aura  toules  ccs  forces  transportees  parallelemeut  a  elles- 
memes,  en  un  m^me  point,  et  de  plus  autant  de  couples 
situes,  en  general,  dans  des  plans  diiferents. 

En  composaut,  d'une  part,  toutes  les  forces,  el,  d'une 
autre,  tons  les  couples,  le  systeme  se  trouvera  r^uit  a 
une  scule  force  et  un  seul  couple. 

Or  un  couple  ne  peut  6tre  detruit  par  une  force.  En 
ellet,  on  peut  le  transporter  de  maniere  qu'une  des  deux 
foi'ces  qui  le  composent  ait  son  point  d'application  coinci- 
dant  avec  celui  de  la  force  en  question.  Ces  deux  forces, 
appliquees  au  m6me  point,  auront  une  r^sultante  qui  ne 
sera  pas  egale  et  directcment  opposee  a  la  seconde  du  cou- 
ple, et  qui  par  consequent  (n**  16)  ne  pourra  ^tre  en  equi- 
Ubre  avec  elle  sur  le  systeme  rigide  Hbre.  Done  il  ne  peut 
y  avoir  equilibre  enlre  une  force  et  un  couple  avant  des 
I.  10 
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valeurs  quelconques  difl^^renles  de  zero.  Done  les  conditions 
necessaires  el  suffisanles  pour  qu'un  systeme  rigide  soil  en 
equilibre,  sent  que  la  force  el  le  couple  soicni  separ^meni 
uuls.  Chacune  de  ces  conditions  s'exprime  en  general  par 
irois  equations.  L'equilibre  du  sysieme  est  done  exprime 
par  six  equations. 

57.  CoroUaires,  —  i°  Si  un  systeme  de  forces  est  en 
equilibre  surun  corps  solide  lihre,  le  sjsteme  contrail e  y 
sera  de  meme^ 

En  effet,  on  peul  isubstiluer  a  chaque  force  de  I'uu  et  de 
Tautre  une  force  egale  et  parallele  appliqu^e  en  un  m^me 
point  A  et  un  couple.  Les  deux  forces  correspond  antes  don- 
neront  en  A  des  forces  egales  et  opposees,  et  en  outre  des 
couplies  de  meme  moment  et  des  axes  dans  des  directions 
contraires.  Les  resultanles  des  forces  en  A  seront  done  con- 
traires  et  egales  pour  les  deux  systfemes;  et  il  en  sera  de 
m^me  des  axes  et  des  moments  des  deux  couples  r^ultants. 
Done  si  Tun  des  systemes  est  en  equilibre,  ce  qui  exige 
que  la  r^sullanle  soil  nuUe,  ainsi  que  le  moment  resultant, 
I'aulre  y  sera  necessairement. 

1^  De  ce  premier  corollaire  resulie  cet  autre  que  si  un 
groupe  de  forces  B  pent  en  remplacer  un  autre  A  snr  un 
corps  solide y  reciproquement  A  pcut  remplacer  B.  En  effet, 
d'apres  I'hypothese,  B  et  —  A  se  feraient  equilibre*,  et  par. 
consequent,  d'apres  ce  qui  vient  d'etre  etabli,  A  et  —  B 
seraient  en  equilibre ;  done  A  pent  remplacer  B. 

3°  Si  dans  un  certain  sjsteme  de  forces  en  equilibre 
sur  un  corps  solide^  on  peut  supprinier  un  groupe  de 
forces  sans  troubler  T equilibre,  ce  groupe  applique  seul  y 
serait  en  equilibre^  ainsi  que  son  contraire. 

En  effet,  soient  A  et  B  les  deux  groupes  qui  composent 
le  systeme  donne,  et  supposons  que  B  puisse  6tre  supprime 
sans  troubler  Tequilibre,  c'est-a-dire  que  A  seul  sur  le  sys- 
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leme  y  serait  eti  equilibre,  el  par  suite  aussi  —  A.  —  A 
eUiit  en  equilibre^  on  pent  supprimer  A  du  sjst&me  AB 
sans  troubler  Tequilibre ;  par  suite  B  appliqu^  seal  serait 
en  equilibre,  et  par  consequent  il  en  serait  de  m^me  de  — B. 

El  reciproquement,  si  un  groupe  M  applique  seul  a  un 
corps  solide  est  en  ^uilibre,  on  pourra  le  supprimer  dans 
tout  systeme  de  forces  en  equilibre  sur  ce  corps  et  dont  il 
ferait  partie.  Car  il  suffil  pour  cela  que  —  M  soil  en  equi- 
libre seul  sur  le  systeme,  ce  qui  est  en  eftet,  puisque  M  y 
est. 

4**  Si  dans  un  systenie  de  forces  en  equilibre  sur  un 
corps  solide,  on  pcufintroduire  un  groupe  A  sans  rompre 
cet  etaty  ce  groupe  applique  seul  serait  en  equilibre. 

En  effet,  on  pent  d'abord  introduire  les  deux  groupes  A 
et  — A  qui  sc  detruisent.  Si  ensuite  on  supprime  — A, 
c'est  comme  si  Ton  avail  introduii  seulement  A,  et  par 
consequent,  d'apres  Thypothese,  cetie  suppression  ne  rom- 
pra  pas  I'equilibre.  Done,  d'apres  le  corollaire  3"*,  le  groupe 
—  A  serait  en  equilibi*e  si  on  Tappliquail  seul  sarle  corps; 
et  par  consequent  il  en  est  de  m^me  du  groupe  A  ;  ce  qu'il 
fallail  prouver. 

Quant  a  la  reciproque  de  cette  proposition,  elle  avail  ete 
admise  parmi  les  principes. 

5°  Si  des  forces  sont  en  equilibre  sur  un  systeme  non 
figide,  et  qu'on  puisse  introduire  un  groupe  A  sans  rompre 
cet  etaty  ce  groupe  serait  en  equilibre  sur  le  m^me  systeme 
rendu  rigide. 

En  effet,  les  premieres  forces  en  equilibre  sur  le  systeme 
non  rigide  y  seraienl  encore  sur  le  systeme  rigide;  et  il  en 
serait  de  m^me  apris  Fintroduction  de  A  sur  le  systeme 
non  rigide.  De  sorte  que  A,  introduii  sur  le  systeme  rigide 
deja  en  equilibre,  ne  rompi  pas  cet  etat.  Done  A  serait  en 
equilibre,  applique  seul  sur  le  systime  rendu  rigide  :  ce 
qu'il  fallail  demontrer. 

ID. 
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6°  Si  Von  peut  supprimer  nn  groupe  K  faisant  pariie 
de  forces  en  eqidlihre  sur  un  sjrsienie  non  rigirie,  A  serait 
en  equilibre  seul  sur  le  systeme  rendu  rigide. 

Mous  avons  precedemment  demon tre  que  si  —  A  ^tatt 
en  equilibre  sur  le  sysleme  non  rigide,  on  pourrait  y  sup- 
primer  A  ;  mais  nous  n'avous  pas  demontre  la  reciproque, 
qui  entrainerait  la  proposition  en  question  :  el  m&me  nous 
avons  fait  voir  que  cette  reciproque  n*  eta  it  pas  toujours 
vraie.  Remarquons  raaintenant  que  la  suppression  de  A 
peut  s'effecluer  par  Tintroduclion  de  —  A.  Or,  cette  intro- 
duction ne  ironblant  pas  Tequilibre,  il  suit  du  coroUairc 
precedent  que  — A,  et  par  suite  A,  serait  en  equilibre, 
s'il  etait  applique  seul  au  corps  solide. 

Equilibre  de  forces  dirigdes  d'une  mani^re  quelconque 

dans  iespace, 

58.  Quoiqu'il  soil  plus  commode  pour  le  calcul  de 
prendre  des  axes  de  coordonnees  rectangulaires,  il  est 
cependant  necessaire  de  trailer  la  question  plus  gen^rale- 
ment.  Nous  supposerons  done  les  axes  obliques ;  et  nous 
prendrons  pour  origine  le  point  arbitraire  ou  les  forces  ont 
el^  transportees. 

Nous  venous  de  demontrer  que  ces  forces  devaient  ^tre 
en  equilibre ;  et  d'apris  la  theorie  de  Tequilibre  de  forces 
appliquees  a  un  point  libre,  il  faudra  decomposer  chacune 
d'elles  en  trois  forces  dirigees  suivant  les  axes  de  coordon- 
nees, et  ecrire  que  la  somme  algebrique  des  composantes 
suivant  chacun  des  axes  est  egale  a  zero.  Reslera  a  exprimer 
que  les  couples  proven  ant  du  transport  des  forces  sont  en 
equilibre  entre.eux.  Pour  eel  a,  on  decomposera  chacun  des 
couples  en  trois  autres  silues  respectivement  dans  les  trois 
plans  coordonnes  \  et  d'apres  la  theorie  de  I'equilibre  des 
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couples  on  exprimera  que  le  motnenl  du  couple  resullant, 
ou  la  somme  algebrique  des  moments  des  couples  silues 
dans  un  mdme  plan,  est  nulle  pour  chacun  des  trois.  Cette 
decomposition  du  systeme  en  trois  forces  et  irois  couples 
se  fera  simplement  de  la  maniire  suivante* 

Soient  P,  P,  P", ...  les  forces  donnees;  (X,  ¥,  Z), 
(X',  Y',  Z'),...  leurs  composantes  positives  ou  nega- 
tives, menees  parallelement  aux  axes  par  leurs  points  d^ ap- 
plication respeclifs,  dont  les  coordonnees  sont  (jr^jr^  z), 

Considerons  Tune  quelconque  des  forces  donnees,  par 
exemple  la  force  P  (Jig'  3i),  appliquee  au  point  M;  sup- 
posons,  pour  fixer  les  idees,  que  ses  trois  composantes  X, 
Y,  Z  soient  dans  le  sens  des  axes  positifs,  et,  de  plus,  que 
les  coordonnees  x,  y,  z  du  point  d'application  M  soient 
positives.  La  force  Z  peut  6tre  remplacee  par  une  force 
egale  et  parallele  appliquee  en  A  ,  et  un  couple  silue  dans 
le  plan  MAZ^  ce  couple    peut  etre  decompose  en  deux 

autres,  Z,AB,  Z,  AC,  situes  dans  les  plans  zjf,  zy.  On 
remarquera  que  AB,  AC  ne  sont  pas  les  bras  de  levier  de 
ces  couples,  puisqu'ils  font  avec  les  forces  de  ces  couples  des 
angles  egaux  a  ceux  des  axes  des  coordonnees  situes  dans 
leurs  plans.  Mais  pour  les  couples  que  chaque  force  P  don- 
nera  dans  un  meme  plan  coordonne,  Tangle  des  forces  et 
du  bras  de  levier  oblique  sera  toujours  le  ra^me,  puisqu'il 
sera  celui  des  axes  de  coordonnees,  et  par  consequent  il  n'y 
a  aucun  inconvenient  a  prendre,  au  lieu  de  leur  moment, 
le  produit  de  la  force  par  le  bras  de  levier  oblique;  car  ces 
produits  ne  differeront  des  moments  que  par  un  facteur 
constant,  et  l^on  aura  la  m^me  equation  en  egalant  leur 
somme  algebrique  a  zero.  Quant  aux  signes  de  res  mo- 
ments, nous  cousidererons  comme  posilifs  ceux  des  couples 
dont  I'axe  serait  du  m^me  cote  de  leur  plan  que  Taxe  des 
coordonnees  positives  qui  n'y  est  pas  renferme. 
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Les  moments  des  couples  Z,  AB,  Z,  AC  seront  done  ex- 
primes  par  —  Z:r  et  -4-  Zj^, 

Chacune  des  forces  X  et  Y  donnera  semblablement  une 
force  egale  et  parallele  appliquee  en  A,  et  deux  couples 
dont  les  moments  se  deduiront  des  precedents  par  des 
changements  de  lettres  dont  U  loi  est  facile  a  saisir;  ils 
seront,  pour  la  premiere,  — Xy,  -l-Xz-,  et,  pour  la  se- 
conde,  —  Y  ^,  -|-  Y  x. 

R^unissant  les  moments  ^es  couples  situes  dans  le  meme 
plan,  on  aura,  au  lieu  de  la  force  P,  ses  trois  compo- 
santes  X,  Y,  Z,  appliquees  au  point  A,  et  trois  couples 
situes  dans  les  plans  coordonnes,  et  ayant  respectivement 
pour  moments,  a  dies  facteurs  constants  pres, 

j'Z  —  zy..,,      zX  —  :cZ...,     xY — j^X.... 

Une  discussion  semblable  a  celle  que  nous  avons  faite 
dans  le  cas  des  forces  paralleles  demontrerait  la  g^neralite 
de  ces  expressions,  en  considerant  les  coordonnees  .r,  y,  z 
et  les  composantes  X,  Y,  Z  comme  positives  quand  elles 
sont  dirigees  respectivement  dans  le  m^me  sens  que  les 
axes  AX ,  AY,  AZ ,  et  comme  negatives  quand  elles  sont 
dirigdes  en  sens  contraire. 

Si  Ton  fait  la  meme  decomposition  pour  toutes  les  forces 
du  systeme,  et  qu'on  indique  par  Z  la  somme  des  termes 
semblables  relatifs  a  toutes  les  forces,  on  trouvera,  en  ega- 
lant  a  zero  les  expressions  des  trois  resultantes  dirigees  sui- 
vant  AX,  AY,  AZ,  ainsi  que  des  trois  couples  resultants 
i^itues  dans  les  plans  coordonnes, 

(  zx  =  o,    2y  =  o,    2Z  =  o, 

(0 

'  \  z{^2;_aY)  =  o,   2(zX  — :bZ)  =  o,   2(;rY— jrX)  =  o. 

Tel  les  sont   les  equations   necessaires  et  suffisantes  pour 
Fequilibre  d'un  systeme  rigide  entierement  libre. 
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Dans  le  cas  ou  ies  axes  sont  rectangulaircs,  desiguous 
par  4X,  S,  y  Ies  angles  que  la  direction  de  la  force  quelconque 
P  fait  avec  Ies  axes  positifs ;  on  aura 

X  =  P  cos  a,      Y  =  Pcos6,      Z  =  P  cos  7 , 

P  designant  la  valeur  absolue  de  la  forces  et  ces  six  equa- 
tions d'equilibre  deviendront 

i  2Pcosa=o,     sPcos6  =  o,     lPcos7  =  o, 

{^}  \    2P(/COS7  —  3COS6)=0,        2P(2COSa  —  XCOS7)  =  o, 

^  2P(a:cos€  —  jcosa):^o. 


Cas  oil  Ies  forces  sont  situies  dans  un  mime  plan. 

59.  Si  toutes  Ies  forces  etaient  dans  un  m^me  plan,  on 
le  prendrait  pour  un  des  plans  coordonnes,  par  exemple 
celui  des  x  et j^,  Ies  composantes  Z  seraient  nulles  ainsi  que 
Ies  coordonnees  z^  et  Ies  six  equations  generates  se  r^ui- 
raient  aux  trois  suiv antes  : 

2X  =  0,       2Y  =  0,       2(jrY— J-X)  =  0, 

et,  en  supposant  Ies  axes  rectangulaires, 

2Pcosa  =  o,     2Pcos6=:o,     2P(j:cos6  —  /cosa)=o. 

Si  Ton  voulait  traiter  directement  ce  cas  particulier,  il 
n'y  aurait  qu'a  suiv  re  la  m^me  marche  que  dans  le  cas  ge- 
neral, en  partant  des  donn^es  plus  simples  de  la  question 
actu^lle.  On  prendrait  deux  axes  AX,  AY  (Jig-  32),  dans 
le  plan  des  forces,  et  Ton  substituerait  a  une  force  quel- 
conque P  ses  deux  composantes  X,  Y,  paralleles  aux  axes. 
On  remplacerait  ensuite  X  par  une  force  egale  et  parallele 

appliquee  en  A,  et  le  couple  X,  BM-,  de  m^me  Y  pourrait 
elrc  remplacee  par  uiie  force  egalc  et  parallele  appliquee 
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en  A,  et  le  couple  Y,  AD.  Les  bras  de  levier  obliques  de  ces 
couples  faisant  avec  les  forces  un  m6me  angle,  qui  est  celui 
des  axes  des  coordonnees,  on  pourra  prendre  pour  les  mo- 
ments les  produits  des  forces  par  ces  bras  de  levier,  qui 
sont  les  coordonn^es  des  points  d'application  des  forces. 
Dan?  le  cas  ou  les  deux  composantes  X,  Y,  ainsi  que  les 
coordonnees  a:,  y^  sont  dirigees  dans  le  sens  des  axes  posi- 
tifs,  on  a  deux  couples  de  sens  contraires  dont  la  somme 
des  moments  est  xX  — JK-^?  ^^  considerant  comme  positifs 
ceux  dont  le  sens  est  celui  de  la  rotation  de  I'axe  des  x  po- 
sitifs vers  Taxe  des  j^  posi^ifs^  et  Ton  reconnai trait,  comme 
precedcmmeut,  que  si  le  sens  des  composantes  et  des  coor- 
donnees ehange,  il  faut  conserver  cette  m^me  expression, 
en  y  considerant  comme  negatives  les  quantites  dont  la 
direction  a  change.  De  cette  maniere,  les  r<$sultantes  des 
forces  dirigees  suivant  les  axes  seront  SX,  SY,  et  le 
moment  du  couple  resultant  sera  S  [xX  —  JK^X),  Les  con- 
ditions necessaires  et  suffisantes  pour  Fequilibre  seront 
done 

2X  =  Oj,      2y  =  0,      2(a:Y  — jX)  =  o. 

La  dernicre  pent  se  presenter  sous  une  autre  forme,  en 
decomposant  la  force  quelconque  P  en  une  force  ^gale  et 
parall^le  appliquee  en  A,  et  un  couple  ay  ant  pour  moment 
P/;,  p  designant  la  distance  de  la  force  P  au  point  A.  De- 
composant, suivant  les  deux  axes,  la  force  appliquee  en  A, 
et  faisant  la  m^me  transformation  pour  toutes  les  forces, 
on  reduira  le  syslinae  a  deux  forces  2X,  2Y,  dirigees  sui- 
vant les  axes,  et  un  couple  ayant  pour  moment  2Pp,  les 
termes  de  cette  derniere  somme-  etant  consideres  comme  de 
memes  signes  ou  d^  signes  contraires,  suivant  que  les  cou- 
ples sont  de  m<^rae  sens  ou  de  sens  contraire.  Les  equations 
d'equilibre  seront  done 

lX=rO,       lYc=:0,       lP/;=:0. 
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La  troisiime  est  la  seule  dont  la  forme  soil  changee^ 
elle  exprime  que  la  somme  algebrique  des  moments  des 
forces,  par  rapport  a  un  point  quelconque  du  plan,  est 
nulle, 

Cas  oil  les  forces  sont  paralleles. 

60.  Pour  simpliiier  les  equations,  nous  prendrons  Taxc 
des  z  parall^Ie  aux  forces,  lalssant  arbitral  re  la  position 
du  plan  XY.  Les  composantes  X,  Y  seront  nuUes,  et  Z  sera 
la  force  P  elle-m^me.  Les  trois  premieres  des  equations 
(i)  se  reduiront  a  £P=  o^  la  sixieme  sera  une  identite, 
et  les  deux  autres  deviendront  2Pj^  =  o,  2Px=  o. 

Les  conditions  d'equilibre  de  forces  paralliles  appliquees 
a  un  corps  solide,  d*une  maniere  quelconque,  seront  done 

(3)  2l?  =  o,     2Pj7=o,     sPj  =  o. 

Si  toutes  les  forces  etaient  dans  un  m^me  plan,  on  le 
prendrait  pour  plan  des  z  el  x\  les  coordonnees  j"  seraient 
nulles,  et  les  equations  (3)  se  reduiraient  a 

2P=ro,      SPxrrO. 

On  parviendrait  au  m^me  resultat,  en  partant  des  equa- 
tions donnees  dans  le  n°  59,  pour  I'equilibre  des  forces 
dirig^es  d'tlne  maniirc  quelconque *<lans  un  plan. 
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CHAPITRE  VI. 

feQUIUBRE  D'UN  SYSTfeME  RIGIDE,  QUI  N'EST  PAS 

ENTlfeREMENT  LIBRE. 


61.  Cas  {fun  point  fixe.  —  Si  Ton  prend  le  point  fixe 
pour  origine,  les  trois  forces  dirigees  suivantles  axes  seront 
detruites  par  la  resistance  de  ce  point.  Or,  des  couples 
appliques  a  un  systeme  quirenferme  un  point  fixe  doivent 
se  faire  equilibre  comme  si  le  corps  etait  entibrement 
libre^  car,  s'ils  donnaient  un  couple  resultant  different  de 
zero,  on  pourrait  le  transporter  de  raaniere  qu'une  de  ses  ' 
forces  passat  par  le  .point  fixe,  qui  la  detruirait:  il  resterait 
done  une  force  qui  ne  passerait  pas  par  le  point  fixe,  et 
mettrait  ce  systeme  en  mouvement.  Les  conditions  ne- 
cessaires  et  suffisantes  pour  I'equilibre  du  systeme  seront 
done 

2(jZ  — zY)=:0,      2(2X  — jrZ)==o,      2(arY  — jX)  =  o. 

Les  couples  se  detruisant  independamment  du  point  fixe, 
n'exercent  aucun  effort  sur  lui,  et  ne  tendent  qu'a  rompre 
le  systeme.  Le  point  fixe  n'est  done  sollicite  que  par  la  re- 
sultante  des  forces  2 X,  2  Y,  2Z-,  cette  resultante  est  egale 
et  oppos^e  a  la  force  que  d^veloppe  ce  point  pour  etablir 
r  equilibre. 

Un  corps  qui  peut  tourner  libreraenl  autour  d'un  point 
fixe,  constilue  la  machine  que  Von  nomme  levier^  le  point 
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fixe  se  nomftne  point  SCappui.  On  voit  done  que  Tequilibre 
du  levier  exige  que  les  couples  qui  naissent  du  transport  de 
toutes  les  forces  parallelement  a  elles-m^mes  au  point  d'ap- 
pui,  se  delruisent  d'eux-memes.  S'il  n'y  a  que  deux  forces, 
il  faut  alors  qu'elles  soient  dans  un  m^me  plan  avec  le 
point  d^appui,  et  que  les  deux  couples  qu'elles  produisent 
soient  de  sens  contraires  et  aient  des  moments  egaux.  Ces 
moments  sont  aussi  les  moments  des  forces  par  rapport  an 
point  d'appui . 

La  resultante  des  forces  transportees  au  point  d'appui, 
constituant  tout  ee  qui  n^est  pas  detruit  par  la  rigidite  seule 
du  corps,  ne  Test  que  par  le  point  d'appui,  et  forme  ce  que 
Ton  appelle  la  cliarge  de  ce  point. 

Si  le  levier  n'etait  que  pose  sur  une  surface  solide  sur 
laquelle  il  pourrait  glisser  librement,  le  point  d'appui 
pourrait  glisser  de  meme,  et  il  faudrait  pour  Tequilibre  que 
cette  resultante  fut  normale  a  la  surface  fixe. 

62.  Cas  (fun  axe  fixe.  —  Si  deux  points  du  systime 
sont  fixes,  tous  les  points  situes  sur  la  droite  qui  les  ren- 
ferme  sont  invariables  de  position,  et  le  corps  est  dans  le 
m^me  cas  que  s^il  etait  assujetti  a  tourner  autour  d'un  axe 
fixe,  dont  les  points  seraient  susceptibles  d'offrir  en  tons 
sens  une  resistance  indefinie.  Si  Ton  prend  cette  droite 
pour  axe  des  2,  les  trois  forces  dirigees  suivant  les  axes 
seront  d^truites,  ainsi  que  les  couples  qui  sont  situes  dans 
les  deux;  plans  qui  passent  par  Taxe  des  z,  et  dont  les  bras 
de  levier  pourraient  etre  transportes  sur  cet  axe  meme.  11 
ne  reste  done  plus  que  le  couple  resultant  situe  dans  le 
plan  xyy  et  qui  ne  saurait  ^tre  detruit  par  Taxe  fixe.  La 
condition  necessaire  et  suffisante  pour  Tequilibre  est  done, 
dans  ce  cas, 

63.  Pour  connaitre  les  efforts  exerces  sur  Taxe  fixe,  il 
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faat  composer  les  forces  quMl  detruit.  Les  co«ples  silues 
dans  le  plan  ZX  et  la  force  ZX  se  reduisent  a  une  force  qui 
renconlre  Taxe,  a  moins  que  Ton  n^ait  ZX  =  o,  auquel  cas 
on  aurait  un  couple  seulement :  il  en  est  de  m^me  dans  le 
plan  ZY.  Outre  ces  efforts  appliques  a  Taxe,  il  y  a  encore 
la  force  ZZ  qui  tend  a  Tentraiaer  dans  le  seas  ou  elle  est 
dirigee.  L'axe  produit  done  des  forces  egales  et  contraires 
a  celles-ci,  puisqu'il  les  tient  en  equilibre. 

Si  deux  points  seulement  du  systeme  sont  fixes,  les  re- 
sistances ne  peuvent  provenir  que  des  deux  points,  et  Ton 
devra  decomposer  les  forces  qui  rencontrent  Taxe  en  d'au- 
tres  qui  passent  par  ces  points,  et  feront  connaitre  les  forces 
qu'ils  produisent  pour  detruire  celles-ci.  Quant  a  la  force 
dirigee  suivant  la  droite  qui  les  joint,  elle  peut  etre  decom- 
posee  d'une  infinite  de  manieres  en  deux  autres  appliquces 
a  ces  points;  et  il  en  serait  de  m^me  s'il  y  avait  un  plus 
grand  nombre  de  points  fixes  sur  la  m6me  droite. 

64.  On  pourrait  sxipposer  que  le  corps  eut  la  liberie  de 
glisser  le  long  de  Taxe  fixe,  et  en  m^me  temps  de  tourner 
aulour  de  lui.  Dans  ce  cas,  Taxe  delruirait  toules  les  forces 
dont  la  direction  lui  serait  perpendiculaire,  et  n'en  pour- 
rait detruire  aucune  autre.  II  faudrait  done  decomposer 
chaque  force  qui  rencontre  Taxe  en  deux  autres,  I'une  sui- 
vant Taxe,  Tautre  perpendiculaire.  Mais  alors  il  est  plus 
simple  de  prendre  des  axes  rectangulaires,  et  les  conditions 
d'equilibre  seront  exprimees  par  les  deux  Equations 

2  Poos  7=0,      2P(a:cos6 — /cosa)  =  o. 

On  connaitra  la  resistance  de  Taxe  en  composant  les  cou- 
ples situes  dans  les  plans  ZX,  ZY,  et  les  forces  dirigees  sui- 
vant les  axes  des  x  et  des^. 

Si  le  corps  ne  pouvait  que  glisser  sans  tourner,  Tequa- 
tion  ZP  cos  y  =  o  serait  suffisante  el  necessaire,  et  le  couple 
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situe  dans  )e  plan  xy  ferait  conuaitre  la  resistance  opposee 
par  I'axe  a  la  torsion. 

La  machine  que  Ton  nomme  tour  ou  treuil  n'est  autre 
chose  qu'un  corps  solide  qui  a  la  liberty  de  tourner  sans 
glisser  autour  d'un  axe  fixe.  Ce  qui  precede  fait  done  con- 
naitre  la  condition  d^equilibre  de'cette  machine  etla  charge 
que  supporte  I'axe. 

Lorsque  les  forces  se  reduisent  a  deux,  situees  dans  des 
plans  perpendiculaires  a  Taxe,  la  condition  d'equilibrecon- 
sisle  en  ce  que  ces  forces  soient  en  raison  inverse  de  leur 
distance  a  Taxe. 

6S.  Remarque,  —  Les  deux  derniers  cas  particuliers 
que  nous  venonsde  trailer  donnent  une  interpretation^  qu'il 
est  bou  de  connaitre,  aux  six  equations  de  Tequilibre  rela- 
tives a  des  axes  coordonnes  rectangulaires.  Si  Ton  consi- 
dere  trois  droites  rectangulaires  qui  se  coupent  en  un  m^me 
point,  et  qu'on  iixe  Tune  quelconque  d'entre  elles  de  ma- 
niere  que  le  corps  n'ait  que  la  liberte  de  glisser  le  long  de 
cet  axe  sans  tourner,  les  trois  premieres  equations  d'equi- 
libre  expriment  que  les  forces  donn^es  ne  permettront 
aucun  de  ces  trois  mouvements.  Les  trois  autres  expriment 
que  si  le  corps  avait  successivement  la  liberte  de  tourner 
sans  glisser  autour  de  chacun  des  memes  axes  successive- 
ment, aucun  de  ces  mouvements  ne  serai t  produit  par  les 
m^mes  forces. 

Ces  trois  dernieres  equations  peuvent  fetre  enoncees  d'une 
maniere  qu'il  n'est  pas  inutile  de  connaitre.  Si,  par  le 
point  d'application  de  la  force  P,  on  m^ne  un  plan  perpen- 
diculaire  a  AZ,  qui  coupe  cette  ligne  en  O,  et  qu'on  decom- 
pose la  force  en  une  force  parallele  a  cet  axe  et  une  autre  Q, 
situee  dans  le  plan  perpendiculaire,la  premiere  sera  Pcosy, 
.  et  la  seconde  P  sin  y  sera  la  resultante  des  forces  P  cos  a, 
P  cos  6,  paralleles  k  AX,  AY.  Le  moment  de  cette  force  Q 
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par  rapport  a  O,  que  Ton  appelle  aussi  le  moment  cfe  la 
force  P  par  rappoH  a  KTj^  sera  done  la  somme  algebrique 
des  moments  des  deux  autres^  ou 

i*  ( X  coSjS  —  y  cos  a) . 

Ce  qui  est  le  couple  relatif  a  la  force  P,  estime  suivant  I'axe 
des  z.  D'ou  Ton  voit  que  les  trois  dernieres  equations  d'e- 
quilibre  expriment  que  les  sommes  des  moments  de  toutes 
les  forces  par  rapport  h  trois  axes  rectangulaires,  sont 
separement  egales  a  zero. 

On  pent  remarquer  que  la  distance  du  point  O  a  la  force 
Q  n'est  autre  chose  que  la  distance  de  O  au  plan  mene 
par  la  force  P  parallelement  a  I'axe  des  z ;  c'est  done  la 
plus  courte  distance  de  la  force  P  a  cet  axe.  De  sorte  que  le 
moment  d'une  force  par  rapport  a  un  axe  est  le  produit  de 
la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites  par  la  compo- 
sante  de  cette  force  perpendiculairement  a  I'axe. 

Cas  ou  le  corps  sappuie  sur  un  plan  fixe,  sur  lequel 

il  pent  glisser  librement. 

66.  On  prendra  pour  plan  des  x  et  y  celui  sur  lequel 
le  corps  s'appuie  par  un  nombre  quelconque  de  points.  Ce 
plan  ne  pent  produire  que  des  forces  normales  et  de  meme 
sens,  appliquees  aux  points  de  contact  avec  le  corps,  et  ces 
forces  ont  necessairement  une  resultante  normale  egale  a 
leur  somme.  II  est  done  necessaire  que  toutes  les  forces 
appliquees  au  corps  aieut  une  resultante  parallele  a  I'axe 
des  z  :  d'ou  resultent  les  equations 

2Pcosa=:o,     2  P  cos 6  =  0,     2P(.rcos6 — J  cos  a)  =0. 

De  plus,  en  composant  success! vement  les  forces  develop- 
pees  par  le  plan  fixe,  on  recoimait  facilement  que  leur  re- 
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suhante  ne  peut  avoir  son  point  d' application  en  dehors 
du  polygone  convexe  qui  renferme  lous  les  points  de  cou- 
t)ELct  :  il  est  done  uecessaire  que  la  resultantc  de  la  force 
SPcosy  et  des  deux  couples  situes  dans  les  plans  ZX,  ZY, 
ait  son  point  d'application  dans  Finterieur  de  ce  m^me 
polygone  et  tende  a  appuyer  le  corps  sur  le  plan.  R^ipro-* 
quement,  si  cette  condition  est  remplie,  T^quilibre  aura 
lieu,  parce  que  cette  resultante  pourra  toujours  ^tre  de- 
composee  en  forces  normales  au  plan  et  appliquees  aux 
divers  points  de  contact. 

Ces  forces  devront  satisfaire  aux  trois  equations  donnees 
par  la  theorie  des  forces  parall^les;  clles  seront  done  in- 
deierminees,  s'il  y  a  plus  de  trois  points  \  elles  le  seront 
m^me  des  qu'il  y  en  aura. plus  de  deux  en  ligne  droite.  S'ils 
y  sont  tous,  le  point  d'application  de  la  resultante  devra 
se  trouver  sur  cetle  droite  5  eufiii,  s'il  n'y  avait  qu  un  point 
de  contact,  il  serait  necessaire  qu'il  fut  situc  sur  la  direo 
lion  de  la  resultante. 
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CHAPITRE  VIL 

CONDITIONS  POUR  QUE  DES  FORCES  APPLIQUfeES  A  UN  SYSTfeME 
RIGIDE  AIENT  UNE  RfeSULTANTE.  -  DfiTERMINATION  DE 
CETTE  RteULTANTE. 


67.  Pour  qu'un  systeme  de  forces,  non  en  equilibre,  soil 
reduclible  a  une  force  unique,  il  est  necessaire  et  sufiisant 
qu'en  introduisant  une  ceriaine  force,  on  etablisse  Tequi- 
libre.  Car  si  le  systeme  propose  pent  6tre  remplace  par  une 
force  unique,  il  serait  en  equilibre  si  Ton  inlroduisait  une 
force  egale  et  conlraire  :  et  reciproquement,  «i  le  systeme 
propose  est  mis  en  equilibre  par  Vinlroduclion  d'une  cer- 
taine  force  S,  ce  qui  entraine  qu'il  y  ait  equilibre  entre  le 
systeme  conlraire  et  —  S  (n^  57),  il  s'ensuit  que  —  S  pent 
remplacer  le  premier  systeme,  d'apris  le  n*'  17,  et  par  con- 
sequent ce  dernier  a  une  resultante  —  S.  11  est  done  ne- 
cessaire et  sujjisanty  pour  que  des  forces  appliquees  h  un 
corps  solide  aient  une  resultanfe,  que  V equilibre  puisse 
etre  eiabli  par  Vadjonction  d^une  nouv^elle  force  :  et  la 
forccy  opposee  et  egale  a  celle-ci,  sera  la  resultante.  Or 
nous  avons  vu  que  tout  systeme  de  forces  appliquees  a  un 
corps  rigide,  pouvail  6tre  reduit  a  une  force  et  un  couple; 
il  est  done  necessaire  que  celte  force  et  celle  que  Ton  inlro- 
duira  detruisent  le  couple  resultant.  Or,  ces  deux  forces  ' 
peuvent  toujours  se  reduire  a  un  couple  el  une  force,  et  il 
faut  que  cette  derniere  soil  zero  5  car,  sans  cela,  il  faudrait 
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qu'elle  fut  en  equilibre  avec  le  couple  resultant  des  deux 
autres.  Les  deux  forces  doivent  done  former  un  couple  qui 
detruise  le  couple  resultant  du  syst^me  donne.  II  faut  done 
que  la  force  resultante  soit  parall^le  au  plan  du  couple 
resultant,  et  ne  soit  pas  nulle.  Et  reciproquement,  s'il  en 
est  ainsi,  il  existera  evidemment  une  force  qui  formera, 
avec  la  force  resultante,  un  couple  qui  detruira  le  couple 
rcsultaut;  et,  par  consequent,  le  systeme  propose  sera  re- 
duclible  a  une  seule  force. 

68.  Cherchons  maintenant  a  determiner  la  resultante 
totale  du  systime;  el  prenons  les  axes  de  coordonnees  de 
la  maniere  la  plus  generale. 

Soient  Xi^yiy  Zi  les  coordonnees  de  son  point  d^ applica- 
tion, et  Xi,  Yj,  Zi  ses  composantes;  il  y  aura  equilibre  en 
introduisant  dans  le  systeme  une  force  appliquee  au  m^me 
point,  ayant  pour  composantes 

—  X| ,      —  Y| ,      —  Z| ; 

d*ou  I'on  lire,  d'apres  les  equations  generales  de  requilibre, 

SX— X,=:o,     2Y  — Y,  =  o,     SZ— Z,=o, 

2:(jZ~:;Y)-(7.Z.-2.Y.)  =  o, 
2(aX~  j:Z)  — (z.X, — .r,Z,)  =  o, 
S{xY-jX)— (^.Y,-r.X.)  =  o; 

et  reciproquement,  si  Ton  satisfait  a  ces  equations,  il  y  aura 
une  resultanle  appliquee  au  point  (j^i,j^i,  ^i),  et  ayant 
pour  composantes  Xi,  Yj,  Zi.  Les  irois  premieres  font  con- 
naitre  les  composantes  de  la  force  cherchee,  et,  par  suite, 
la  direction  de  cetie  force  et  son  in  tensile.  Elles  donnent 

X,=  2X,      Y,r=2Y,      Z,  =  2Z. 

Les  trois  autres  determinent   les  coordonnees   de   son 
I.  II 
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point  d' application,  et  deviennent,  en  vertu  dcs  premieres, 

Pour  abreger,  nous  represenierons  2)X,  £  Y,  ZZ,  re$pec- 
tivement  par  X,  Y,  Z,  et  les  six  equations  precedeutes  de- 
viendronl  ainsi 

j:,=X,     j^i  =  Y,      2;,=rZ, 
7,Z  — z.Y^L,      z.X— j:,Z  =  M,     j;,Y— j,X  =  N. 

Si  Ton  raultiplie  ces  trois  dernieres  equations  respeclive- 
ment  par  X,  Y,  Z,  en  supposant  loutefois  que  ces  trois 
quantites  ne  soient  pas  nulles  a  la  fois,  puis  qu'on  ajoute  les 
resullats,  on  irouvera 

LX-f-MYH-NZ=o, 

equation  entre  les  donn^es  seulement  et  necessaire  pour 
que  les  equations  soient  compatibles,  et  par  suite  pour  qnil 
y  ait  une  resiiltante, 

Les  trois  equations  se  reduisent  alors  a  deux  quelcon- 
ques  d' entre  elles,  et  comme  el  les  sont  du  premier  degr^ 
par  rapport  kx^^yxi  ^u  dies  d^terminent  une  ligne  droite, 
Le  systeme  pent  done  ^tre  remplace  par  une  force  dont  les 
composantes  sont  X,  Y,  Z,  et  appliquee  en  un  point  quel- 
conque  de  cetle  droite  qui,  par  consequent »  ne  pent  klve 
autre  chose  que  la  direction  m^me  de  la  resultante.  C'est  ce 
qu'on  reconnait  d'ailleurs  d'apres  ses  equations,  ^ui  mon- 
trent  qu'elle  est  parallele  a  la  resultante  des  forces  X,  Y,  Z. 

Si  Ton  avait  eu  X  ••=  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  on  n'aurait  pas 
multiplie  les  equations  par  ces  quan tiles,  puisque  cela  n'au- 
rait conduit  qu  a  I'equalion  insiguifianle  0  =  0.  Dans  ce  cas, 
ces  equations  se  seraient  reduites  a  L  =  o,  M  =  o,  N  =■-  o, 
ct  alors  le  systeme  propose  aurait  ete  en  equilibre. 

69.  Lorsque  Tequatiou  precedcnle  n'est  pas  satisfaile, 
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It  sysieme  n'a  pas  de  resoluntei  maift  il  peut  eire  reduii  a 
deux  forces  aon  siiuees  dans  uu  m^me  plan.  £q  efiet,  il 
peut  etre  remplace  par  un  couple  el  une  force  n^^n  paral- 
lele  au  plan  du  couple-,  el  Ton  peut  toujours  faire  en  sorte 
que  celte  force  rencontre  Tune  dc  celles  qui  fornient  le  cou- 
ple: il  suffitde  transporter  convenablement  ce  dernier.  Or, 
si  Ton  compose  ces  deux  forces  appiiquecs  au  meme  point, 
et  dont  Tune  n'est  pas  comprise  dans  le  plan  du  couple^ 
dies  donneroni  une  resultante  qui  ne  sera  pas  situee  dan3 
ce  plan.  Le  systeme  sera  done  reduit  a  deux  forces  non  si- 
tuees  dans  un  meme  plan. 

Une  construction  inverse  ferait  voir  reciproquement  que 
deux  forces  non  dans  un  meme  plan  peuvent  ^tre  rempla- 
cees  par  un  couple  et  une  force  non  parallele  a  son  plan,  et 
que  par  consequent  elles  n^ont  pas  de  resultante,  comme 
nous  Tavons  demontre  precedemment. 

Resultante  de  forces  dans  un  meme  plan. 

70.  Si  toutes  les  forces  sont  dans  un  m^me  plan ,  on 
prendra  les  axes  des  x  et  desy  dans  ce  plan  •,  les  composantes 
et  les  coordonnees  paralleles  a  Taxe  des  z  seront  nulles;  on 
aura  done  Z  =  o,  L=  o,  M  =  o,  et  la  resultante  sera  de- 
terminee  par  les  equations 

X,=:X,     Y,  =  Y,     Y.r,  —  X^,=iN. 

Les  deux  premieres  deterniinent  la  grandeur  et  la  direction 
de  cette  force;  la  troisieme  est  celle  d'une  droite  dont  tout 
point  peut  etre  considere  comme  le  point  d' application  de 
la  resultante  :  cVsl  done  1  equation  meme  de  la  resultante. 
Elle  deviendrait  impossible  si  Ton  avail  X  =  o,  Y  =  o, 
sans  avoir  N  =  o;  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  gene- 
rale  faite  precedemment :  les  forces  se  reduisent  alors  a  un 

1 1 . 
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couple.  Toutes  les  fois  que  Ton  n'a  pas  X  =  o,  Y  =  o,  la 
resultante  existe  sans  autre  condition,  et  I'on  peut  remar- 
qiier  qua  la  condition  g^nerale  exprimee  par  Tequatioh 

LX  4-  MY  -f-  NZ  ■=  o 

est  satisfaite,  puisque  Ton  a 

L  =  o,     M  =  o,     Z=30. 

71.  La  troisieme  equation,  qui  determine  la  resultante, 
peut  6tre  mise  sous  une  autre  forme,  en  introduisant , 
conime  precedemment,  les  moments  des  forces  par  rapport 
a  I'origine. 

Solent  R  Tintensite  de  la  resultante,  et  Rr  son  moment 
positif  ou  negatif  ^  la  force  opposee  a  R  aura  pour  mo- 
ment —  Rr,  et  I'equilibre  sera  exprime  par  les  trois 
Equations 

X,  =  X,      Y.  =  Y,     — Rr4-2P/?  =  o, 

d'ou 

Rr=  2P/7. 

La  troisieme  apprend  que  le  moment  de  la  resultante  par 
rapport  a  un  point  quelconque  du  plan  est  egal  a  la  somme 
algebrique  de  ceux  des  composantes  ^  mais  elle  deviendrait 
impossible  si  R  etait  nulie  sans  que  Ton  eut  2Pp  =  o :  il 
n'y  aurait  done  pas  alors  de  resultante.  Et,  en  effet,  on  voit 
que,  dans  ce  cas,  les  forces  donnees  se  reduisent  a  un  cou- 
ple^ dans  tout  autre  cas,  on  obtient  une  valeur  de  r  qui 
satisfait  a  la  troisieme  equation.  II  existe  done  une  resul- 
tante dont  on  connait  la  valeur,  la  direction,  la  distance  a 
I'drigine,  de  plus,  le  sens  dans  lequel  elle  tend  a  faire  tour- 
ner  autour  de  ce  point  est  connu  par  le  signe  du  moment 
Rr;  la  resultante  est  done  entierement  determinee. 

72.  II  est  bon  de  remarquer  que  Ton  a,  pour  une  force 
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p  w 
quelconque,  jrY  — j^X  t=z  - — -,  Q  desigoant  Tangle  des  axes. 

En  effet,  une  force  P  pent  6tre  remplacee  par  une  force 
egale  el  parallele  appliquee  a  Torigine,  plus  le  couple  Pp ; 
et  elle  peut  aussi  etre  remplacee  par  les  deux  forces  X,  Y 
appliquees  a  Torigine,  plus  deux  couples  dont  les  moments 
sont  xYsin0  et  — yXsin0.  Les  deux  forces  X  et  Y  se 
composent  en  la  force  P,  appliquee  a  I'origine :  il  est  done 
necessaire  que  les  deux  couples  se  reduisent  au  premier; 
d'ou  Ton  conclut 

xY  sin  0  —  ^  X  sin  9  =  Pp, 
ou 

SlD  9 

et  Ton  voit  clairement  comment  les  equations 

2(.rY  —  /X)  =  o     et     lPp  =  o 

peuvent  se  remplacer  I'une  Tautre. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  Tequation  precedente 
devient 

xY  —  /X  ^  P(j:cos6  —  r  cosa)  =  Pp 

ou 

X  COS  6  —  jr  cos  a  =  p, 

Remarqiies  stir  la  reduction  dun  sysleme  de  forces, 

73.  Nous  avons  dexnontr^  quVn  syst^me  de  forces  ap- 
pliquees a  des  points  lies  invariablement  entre  eux,  mais 
libres  dans  Pespace,  pouvait  toujours  ^tre  reduit  a  une 
force  unique  et  un  couple  \  cette  force  est  la  resultante  de 
toutes  celles  du  syst^me,  tvansportees  parall^lement  a  elles- 
memes  en  un  point  choisi  arbitrairement,  et  que  nous. 
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iiomnierons  Voiigi/icFAle  est  done  toujours  la  Dieme  en 
grandeur  et  en  direction ;  son  point  d' application  pent  seul 
changer :  il  est  entierement  arbitraire.  Quant  au  couple 
resultant,  il  depend  du  point  ou  Ton  a  transporte  toutes 
les  forces.  Si  on  le  decompose  en  deux  autres,  dont  Tun  ait 
son  axe  dans  un  direction  donnee  el  Tautre  dans  une  di- 
rection perpendiculaire,  le  premier  est  egal,  comme  nous 
Tavons  d^montre  n°  65,  a  la  somme  des  moments  de 
toutes  les  forces  par  rapport  a  la  droite  mcnee  par  Tori- 
gine  suivant  la  direction  donnee.  Nous  allons  faire  quel- 
ques  remarques  importantes  sur  les  moments  relatifs  aux 
droites  qui  passent  par  un  m^me  point,  et  sur  les  change- 
men  ts  qu'ils  eprouvent  quand  ce  point  se  deplace.  Nous  les 
avons  reportes  a  la  fin  de  la  Statique,  afln  de  ne  pas  en- 
traver  la  marche  du  Cours.  Ce  que  nous  allons  dire  est 
ex  trait  de  I'ancien  Memoire  de  M.  Poinsot  sur  la  compo- 
sition des  moments. 

74.  Moments  par  rapport  aux  different s  axes  qui 
passent  par  ii»  mSme  paint.  —  La  somme  des  moments  de 
forces  quelconques  par  rapport  a  un  axe  s'obtient,  comme 
nous  Favons  vu,  en  projetant  sur  cet  axe  les  irois  sommcs 
relatives  aux  axes  coordonnes  rectangulaires  qui  passent  en 
ce  point,  ou  plus  simplement,  en  projetant  le  moment  re- 
sultant ou  celui  du  couple  resultant  sur  ce  meme  axe.  A  in  si, 
quand  on  aura  determine  en  direction  et  en  grandeur  Faxe 
du  couple  resultant  relatif  a  une  certaine  origine,  il  suf- 
fira  de  le  projeter  sur  une  droite  quelconque  passant  par 
ce  point,  pour  obtenir  la  son>me  des  moments  des  forces 
par  rapport  a  cette  droite.  DWi  r^ultent  les  propositions 
suivantes  : 

Si  ton  considere  les  sommes  des  moments  dun  systeme 
(jnetconque  deforces  par  rapport  h  toutes  les  droites  qui 
passent  par  un  m€me  point,  fa  somme  maximum  sem 
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cellc  qui  corresponHra  h  Faxe  clu  couple  resultant  relatif 
a  ce  point  prts  pour  origine. 

La  somine  ties  moments  sera  la  m^me  pour  toutes  les 
droites  qui  feront  le  m^me  angle  ai^ec  Vaxe  du  couple  re- 
sultant, Elle  sera  nulle  pour  toutes  les  droites  perpendi" 
culaires  a  cet  axe, 

75.  Comparaison  des  moments  maxima  relatifs  a  dif* 
ferents  points ,  —  Soient  A  {fig*  33)  une  origine  quelcon- 

que,  AR  la  resultaate  des  forces  trausportees  en  ce  point, 
et  AM  la  direction  et  la  grandeur  dc  Taxe  du  couple  resul- 
tant correspondant.  Pour  oblenir  le  couple  resultant  relatif 
a  une  autre  origine  quelconque  A'  que  Ton  peut  loujours, 
d'apres  ce  qui  vient  d'etre  dit,  supposer  prise  dans  le  plan 
perpendiculaire  a  AR,  mene  par  le  point  A,  il  suffirait  de 
composer  avec  le  premier  un  uouveau  couple  forme  de  la 
force  R  et  d'une  force  R'  parallele  et  contraire  men^e  par 
A':  or  ce  couple  ne  changera  pas,  si  au  lieu  de  A'  on  prend 
un  point  quelconque  de  R'^  on  a  done  cette  premiere  pro- 
position : 

Le  couple  resultant  est  le  meme  en  grandeur  et  en  di^ 
reclion  pour  tons  les  points  d^und  mdme  droite  quelconque 
parallele  a  la  resultante. 

En  d'aulres  lermes  :  Pour  tous  les  points  dUine  meme 
droite  parallele  a  la  resultante ,  les  axes  de  moment 
maximum  sont  paralleleSy  et  ce  moment  a  la  mSme  va- 
leur, 

76.  Si  A'  est  sur  la  resultaute  AR  relative  au  point  A, 
le  moment  sera  done  le  meme  qu^en  A ;  mais  supposons  que 
le  point  A'  ne  soit  pas  sur  la  direction  AR,  le  couple  quHl 
faudra  composer  avec  AM  aura  son  axe  perpendiculaire  au 
plan  RAA',  et  par  consequent  a  la  droite  AR.  Si  Ton  fait 
mouvoir  le  point  A',  cet  axe  pourra  prendre  toutes  les  di- 
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rectioDS  dans  le  plan  perpendiculaire  a  AR;  aucune  ne 
sera  celle  de  AM  si  Tangle  0  n'est  pas  droll,  c'est-a-dire  si 
le  systemedes  forces  n'a  pas  de  resullante  unique :  ainsi,  en 
exceptant  ce  cas  particulier,  la  direction  de  Taxedu  couple 
resultant  sera  differente  de  AM  si  A'  n'est  pas  sur  AR.  Les 
directions  diverses  de  Taxe  du  couple  RR'  feront  avec  AM, 
les  unes  un  angle  aigu,  les  autres  un  angle  obtus,  si  AM 
et  AR  n'ont  pas  la  meme  direction.  Les  axes  qui  feront  un 
angle  aigu  avec  AM  donneront  un  couple  resultant  plu^ 
grand  que  AM  •,  ceux  qui  feront  un  angle  obtus  pourront 
donner  un  couple  resultant  plus  grand  ou  plus  petit  que 
AM,  suivant  la  grandeur  du  moment  du  couple  R,  R',  qui 
pent  varier  de  zero  a  Tinfin],  en  changeant  la  distance  de  A' 
a  AR.  D'ou  Ton  voit  que  le  moment  maximum  relatif  au 
point  A,  compare  a  ceux  qui  correspondent  aux  divers  axes 
passant  par  A',  sera  plus  petit  que  les  uns  et  plus  grand  que 
les  autres,  si  les  directions  AM,  AR  sont  difll^rentes ;  mais 
si  elles  se  confondent,  les  deux  couples  a  composer  auront 
necessairement  leurs  axes  perpendiculaires  entre  eux,  et, 
par  consequent,  donneront  un  couple  resultant  plus  grand 
que  AM.  D'ou  resulte  cette  proposition  : 

Le  point  de  Vespace  pour  lequel  le  moment  du  couple 
resultant  est  le  plus  petit,  est  celui  pour  lequel  la  direc^ 
tion  de  I* axe  de  ce  couple  se  confond  ai^ec  celle  de  la  re- 
s^ultante. 

Et,  d'apres  ce  qui  vient  d'etre  ^tabli  lout  a  I'heure,  si 
Ton  trouve  un  point  jouissant  de  cette  propriete,  lous  les 
points  de  la  parallele  a  la  resultanle  menee  par  ce  point  en 
jouiront  de  m^n^*,  et  tons  les  axes  des  couples  resultants, 
ou,  en  d'autres  termes,  les  axes  pour  lesquels  la  somme 
des  moments  des  forces  est  maximum,  consideres  pour  tous 
les  points  de  cette  droite,  se  confondent,  puisqu'ils  sont 
paralleles  a  cette  droite  m^me^  de  sorte  qu'il  n'existe  dans 
Tespace  qu'uii  seul  axe  tel,  que  la  somme  des  moments  des 
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forces  par  rapport  a  lui  soil  plus  grande  cpie  par  rapport 
a  toute  autre  droitemen^e  par  un  deses  points,  et  en  m^me 
temps  soit  moindre  que  la  somme  maximam,  relative  a  tout 
point  situe  en  dehors  de  lui.  C'est  a  cet  axe  que  M.  Poinsot 
doniie  le  nom  d'ojre  central  des  moments. 

77.  Determination  de  I' axe  central.  —  Pour  obtenir 
Faxe  central,  il  faul  choisir  le  point  A',  de  telle  sorte  que 
la  perpendiculaire  au  plan  RAA',  on  Taxe  du  couple  RR', 
soit  dans  le  plan  MAR,  et  par  consequent  dirigce  suivant  la 
ligne  AN,  intersection  du  plan  MAR  avec  le  plan  mene  par 
A  perpendiculairement  a  AR,  et  telle,  que  AR  soit  dans 
Tangle  MAN ;  il  faudra  done  prendre  A'  sur  la  droite  menee 
par  A  dans  ce  dernier  plan,  perpendiculairement  a  AN,  ct 
du  c6te  de  AR  pour  lequel  le  sens  du  couple  donnera  a  Taxe 
la  direction  AN  et  non  la  direction  opposee,  puisqu'il  faut 
que  AR  soit  dans  Tangle  des  directions  des  deux  axes  coni- 
posants.  Cela  pose,  il  suffira  de  prendre  le  point  A'  a  une 
distance  de  AR  telle,  que  le  moment  du  couple  soil  egal  au 
c6t^  MB  du  parallelogramme  MEAN. 

Designons  par  G  le  moment  du  premier  couple  resultant 
AM;  par  K  celui  du  nouveau  couple  resultant;  par  p  la 
distance  de  A'  a  AR ;  par  0  Tangle  MAR,  le  moment  du 
couple  RR'  sera  R^.  Les  cosinus  des  angles  de  AR  et  AM 
avec  les  axes  elant  proportionnels  respectivement  a  X,  Y, 
Z  et  L,  M,  N,  on  aura  d'abord 


COS©  = 

LX  -h  MY  H-  NZ 
GR             ' 

ensuitc 

^       ^         ^       LX-hlVlY4-NZ       ^  ... 

K  :=  G  cos  0  =  -^ ;      R/?  =  G  sin  9. 

R 

Le  point  A'  est  ainsi  determine  autant  qu'il  doit  Tetre;  ce 
sera  Tun  quelconque  de  ceux  de  la  parallele  a  AR  menee  a 
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la  distance de  AR^  sur  la  droite  perpendiculaire  a 

Alf ,  et  du  c6te  de  AR  que  nous  avoiis  indique.  Les  coor- 
donaees  a,  by  c  de  ce  point  se  determineront  par  les  equa- 
tions suivantes,  en  prenant  le  point  A  pour  origine  : 

G'  sin'  e 
a'  -f-  ^'  -h  ^'  =  — g^ — » 

(tX  -h  6Y  -f-  cZ  =  o,     rtL-h  bU  H-cN  =  o. 

Les  deux  dernicres  expriment  que  la  droite  A  A'  est  perpen- 
diculaire sur  la  resullante,  dont  les  composautes  sent  X,  Y, 
Z,  et  sur  I'axe  du  couple  resultant,  dont  les  axes  composants 
sont  L,  M,  N.  La  premiere  exprime  que  la  longueur  A  A 
est  egale  a  p.  Ges  trois  equations  donnent  deux  points  dont 
les  coordonnees  sont  egales  et  de  signes  contraires;  mais  un 
seul  devra  6tre  clioisi  :  c'est  celui  qui  donne  au  couple  RR' 
le  sens  que  nous  avons  indique  precedemment. 

Le  point  A'  etant  ainsi  determine,  la  parallele  a  la  r^- 
sultante  menee  par  ce  point  sera  Vaxe  central^  et,  nous  le 
repetons,  la  direction  de  cet  axe  est,  pour  un  quelconque  de 
ses  points,  celle  de  Taxe  du  moment  maximum;  et  ce  mo- 
ment est  moindre  que  le  maximum  correspondant  a  tout 
autre  point  de  Tespace. 

78.  Disposition  de  tous  les  axes  autour  de  Vaxe  ccn^ 
traL  —  Concevons  un  plan  quelconque  perpendiculaire  a 
Taxe  central;  ce  que  nous  dirons  de  tous  les  points  de  ce 
plan  s'appliquerait  identiquement  a  ceux  de  tout  autre  plan 
parallele,  et,  par  consequent,  a  tous  ceux  de  Tespace. 

Soient  AR  (fig.  34)  cet  axe,  et  A'  un  point  quelconque 
du  plan  perpendiculaire  mene  par  A.  En  prenaut  ce  nou- 
veau  point  pour  origine,  il  faudra  composer  le  couple  resul- 
tant dont  Taxe  est  AM  en  direction  et  en  grandeur,  avec  le 
couple  situe  dans  le  plan  RA  A',  ayant  pour  moment  R/^, 


p  designant  la  longaeur  AA'.  L'axe  du  couple  resultant 
sera,  en  direction  et  en  grandeur,  la  diagonalc  AB  du  rec- 
tangle construit  sur  AM  et  la  ligne  AN  egale  a  Rp  et  per- 
peifdiei^lai  re  au  plan  RA  A^  D^siguons  par  rv  Tangle  de  Vsc%e 
resultant  avec  Taxe  central,  et  par  H  le  moment  resultant; 
on  aura 

tang  ?  =  -^ '     K'  =  RV'  -t-  G'- 

Les  valeurs  de  K  et  q)  ne  dependant  que  de  p^  il  s'ensuit 
que  pour  tous  les  points  d'une  meme  circonference  decritc 
du  centre  A  dans  le  plan  pcrpendiculaire  a  AR,  les  mo- 
ments maxima  sont  egaux,  et  leurs  axes  forment  un  hyper- 
boloi'de  de  revolution  autour  de  Taxe  central,  dont  la  cir- 
conference que  Ton  considere  forme  le  cercle  de  gorge,  et 
le  demi-axe  imaginaire  de  Thyperbole  generatrice  a  pour 

c 

valeur  —-•  Si  Ton  preud  p  com  me  abscisse,  et  le  moment 
R 

correspoudant  K  comme  ordonnee,  on  construira,  d'apres 
Tequation  ci-dessus,  une  hyperbole  dont  Taxe  reel  sera  di- 
rige  suivant  AR  ct  aura  pour  valeur  a  G.  Sou  demi-axe  ima- 

ginaire  sera  — -  comme  pour  I'autre  hyperbole. 

Ainsi,  Taxe  central  jouit  de  la  propriete,  que  pour  tous 
les  points  d'une  surface  cylindrique  quelconque  dont  il  est 
l'axe,  le  moment  maximum  a  la  m^me  valeur;  Taxe  de  ce 
moment  a  la  m^me  direction  pour  tous  les  points  d'une 
menie  arete  de  ce  cylindre;  il  change  de  direction  en  pas- 
sant d^une  ar6le  a  une  autre,  en  conscrvant  la  m^me  incli- 
naison  sur  Taxe  et  la  meme  distance.  La  valeur  du  moment 
maximum  augmente  indefiniment  avec  la  distance  de  I'ori- 
gine  a  Taxe  central ;  et  Tangle  de  son  axe  avec  Taxe  central 
a  pourlimite  Tangle  droit. 

79.  Cas  oil  le  sysleme  des  forces  a  une  resultante,  — 
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quelconque  de  ces  verges,  ou  tiges  rigides,  eicigerait  que  les 
deux  forces  appliquees  a  ses  extremites  fussent  egales,  con- 
traires  et  dirigees  suivant  cette  verge ^  mais  la  force  appli- 
quee  a  chaque  corps  ne  sera  pas  necessairement  une  traction 
exercee  par  Tautre,  comme  dans  le  «as  d'un  fil  flexible; 
elle  pourra  6tre  dans  le  sens  oppose.  , 

S'il  s'agit  de  deux  surfaces  en  contact,  les  forces  detruites 
par  une  surface  etant  toujours  supposoes  normales  a  cette 
surface,  il  en  resulte  que  chacun  dcs  deux  systemes  est  solli- 
cite  par  une  force  dirigee  suivant  la  normale  commune; 
ces  deux  forces  sont  de  sens  contraires,  et  chaque  systeme, 
au  lieu  d'etre  tire  du  c6te  de  Tautre,  comme  dans.le  cas 
d'un  fil,  est  au  contraire  pousse  par  lui.  Quant  a  Tinten- 
sitedes  deux  ibrces  normales,  elle  ^t  evidemment  la  meme; 
car  la  resistance  d'une  surface  ne  pent  detruire  une  force 
qu*en  en  developpanl  une  autre  exactement  egale  et  opposee. 

Ainsi,  dans  tons  les  cas  ou  la  comnmnication  des  sys- 
temes parliels  s'effectue  par  des  fils  flexibles,  des  tiges  ri- 
gides,  ou  des  contacts  de  surfaces  rigides,  il  se  develo}»pe 
d'un  systeme  a  un  autre  des  forces  inconnues,  egales  deux 
a  deux  et  de  sens  contiaires. 

Lorsque  les  systemes  rigidcs  sont  ce  que  Ton  appelle  des 
machines  simples,  comme  le  levier,  le  treuil,  etc.,  leur  en- 
semble forme  ce  que  Ton  designe  sous  le  nom  de  machine 
composee. 

81.  Cela  pose,  on  pourra,  d'apres  les  theories  pr^c^ 
dentes,  former  les  Equations  d'equilibrede  chaque  systeme 
rigide,  dont  le  nombre  pourra  yarier  d'un  a  six  pour  cha- 
cun d'eux.  En  eliminant  les  forces  provenant  des  liaisons, 
on  aura  les  equations  auxquelles  devront  satisfaire  les  forces 
donnees  pour  que  le  systeme  compose  soit  en  equilibre;  et 
les  equations  qui  auront  servi  a  reliniination  fcront  con- 
naitre  les  valeurs  de  toutes  les  forces  de  liaison,  et  leurs 
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direeiioiis,  quand  elles  ue  $»eront  pas  donnees  immediate- 
juent. 

Dans  le  cas  particulier  ou  Teqailibre  'de  chaque  systemc 
n'exigerait  qu'une  equation,  et-  ou  la  communication  do 
Tun  a  Taut  re  ne  douneraii  lieu  qu'a  deux  forces  egales  et 
contraires,  il  est  facile  de  voir  qu'il  u'y  a  qu'une  seule  Equa- 
tion necessaire  pour  Tequilibre  des  forces  donnees. 

En  effet,  soit  m  le  nombre  des  syst^mes  ^  on  aura  m  equa- 
tions d'equilibre,  et  m  —  i  forces  inconnues,  deyeloppees 
par  la  communication  du  premier  avec  le  second,  du  second 
avec  le  troisi&me,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  /w'*'"*. 

Soient  Xt ,  Xj ,. . . ,  X„«,  ces  m  — i  forces.  La  premiere 
equation  renfermera  Xi ,  la  seconde  X^  et  Xt,  la  troisieme 
Xj  et  Xs,  enfin  la  derniere  ne  renfermera  que  X«_,  sans 
compter  loutes  les  forces  donnees. 

Tirant  Xi  de  la  premiere  et  le  reportant  dans  la  seconde, 
puis  Xj  de  ccUe-ci  et  le  reportant  dans  la  troisieme,  et  con- 
tinuant ainsi,  on  arrivera  a  une  derniere  equation  ne  ren- 
fermant  plus  que  les  forces  donnees.  Ce  sera  la  condition 
unique  de  leur  equilibre  \  et  toutes  les  equations  precedentes 
feront  connaitre  Xj ,  Xj,...,  X„_i. 


Exemples  divers, 

82.  Premier  example*  —  Considerons  en  premier  lieu 
deux  leviers,  c'esl-a-dire  deux  systimes  rigides  liEs  respec- 
tivenient  a  deux  points  fixes  O,  O'  (fig^  35)  autour  des- 
quels  ils  peuvent  tourner  librement,  et  sollicites  par  des 
forces  quelconques.  Un  fil  flexible  a  ses  extremiles  fixees  en 
deux  points  M ,  M'  de  ces  corps.  On  demande  les  conditions 
d'equilibre  de  ce  systeme,  qui  est  dans  une  position  donn^e 
ou  le  fil  a  tons  ses  points  en  ligne  droiie,  et  pent  avoir  une 
tension  inconnue  qnelconque. 
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En  designant  cette  tension  inconnue  par  X,  le  levier  MO 
sera  en  equilibre  sous  Taction  des  forces  qui  y  sont  direc- 
tement  appliquees  et  de  la  force  X  qui  agit  de  M  vers  IVF; 
il  resulle  de  la  les  irois  eaitalions  connues,  qui  renferment 
chacune  X  au  premier  degr^.^De  m6me  le  corps  M'O' 
sera  en  equilibre  sous  Taction  des  forces  qui  y  sont  appli- 
quees et  de  la  force  X  qui  agit  de  M'  vers  M.  On  trouve 
ainsi  trois  nouvelles  equations  qui  renferment  encore  X  au 
premier  degre. 

Tirant  la  valeur  de  X  de*  Tune  de  ces  six  equations,  on 
connaitra  la  tension  du  fil ;  et  la  reportant  dans  les  cinq 
autres,  on  aura  les  equations  de  condition  auxquelles  doi- 
vent  satisfaire  les  forces  donnees  pour  que  le  systeme  soit 
en  equilibre. 

83.  Dcuxienie  exemple,  —  Considerons  main  ten  ant  le 
systime  compose  d'un  levier  et  d'un  treuil,  c'est-a-dire 
d'un  corps  qui  ne  pent  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe; 
le  premier  pouvant  tourner  librement  autour  du  point  O, 
et  Tautre  autour  de  Taxe  AZ  [fig-  36).  Us  sont  sollicites 
par  des  forces  quelconques  et  se  touchent  en  uu  point  M. 
On  demande  les  conditions  pour  qu'il  y  ait  equilibre,  et  la 
valeur  de  la  pression  mutuelle  en  M. 

Designant  par  X  Tintensite  incoiinue  de  cette  pression,  le 
corps  ^O  sera  en  equilibre  sous  Taction  des  forces  qui  y 
sont  directement  appliquees  et  de  la  force  X  dirigee  suivant 
MN.  II  resullera  de  la  trois  equations  qui  renfermeront  X 
et  les  forces  proposees. 

Le  second  corps  sera  en  equilibre  sous  Taction  des  forces 
qui  y  sont  appliquees  et  de  X  qui  sera  dirigee  de  M  vers  N'. 
L'equilibre  de  ce  corps,  qui  ne  peut  que  tourner  autour  d'un 
axe  fixe,  conduira  a  une  equation  unique  renfermant  X.  On 
aura  ainsi  quatre  equations,  dont  Tune  fera  connaitre  X, 
et  les  trois  autres  donneront,  par  la  substitution  de  cette 
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valeur,  trois  equations  de  condition  entre  les  quantit^s 

donnees. 

84.  Troisieme  exemple.  —  Prenons  maintenant  pour 
exemple  un  polygone  form^  par  des  droites  rigides,  dont  les 
angles  peuvent  varier  sans  opposer  de  resistance,  et  dont 
les  extremites  sont  assujetties  a  rester  sur  des  courbes  don- 
n^es. 

Soient  ABCDE  (Jig>  ij)  ce  polygone;  P,  Q,  R,  S,  T  les 
resultantes  des  forces  appliquees  respectivement  aux  points 
A,  B,  C,  D,  E, 

Chacun  de  ces  points  doit  &tre  en  equilibre  au  moyen  des 
forces  qui  agissent  immediatement  sur  lui,  et  de  la  resistance 
de  la  courbe;  et,  par  consequent,  la  resultante  de  ces  forces, 
abstraction  faite  de  cette  resistance,  doit  ^tre  normale  a  la 
courbe. 

De  meme,  cbaque  c6te  doit  ^tre  en  equilibre  au  moyen 
des  forces  de  tout  genre  qui  y  sont  appliquees  ;  ce  qui  exige 
que  les  deux  resultantes  de  toutes  celles  qui  agissent  sepa- 
rement  en  A  et  en  B  sur  cette  tige,  soient  egales  et  directe- 
ment  oppos^es,  et,  par  suite,  que  cette  direction  soil  celle 
du  c6te  lui-meme  ;  d'ou  il  resulte  que  ce  c6te  produira 
deux  forces  egales  et  contraires,  agissant  dans  la  direction 
de  cette  tige. 

Cela  pose,  designons  par  X,  Y,  Z,  \J  les  forces  que  pro- 
duisent  ainsi  les  divers  cotes  du  polygone.  Soient  a,  A,  c, 
ri,  e  les  angles  que  font  les  directions  des  forces  ]*,  Q,  R, 
S,  T  avec  les  taugentes  aux  courbes  donnees,  considerees 
dans  des  sens  determines;  a,  a!  les  angles  que  les  directions 
des  deux  forces  X  font  avec  les  tangentes  en  A  et  B;  6,  6'  les 
angles  des  forces  Y  avec  les  tangentes  en  B  et  C;  et  ainsi 
de  suite. 

L' equilibre  du  point  A  donuera  la  condition 

P  cos  <2  -h  X  cos  a  =  o. 
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L'equilibre  du  point  B  donnera 

X  cos  a'  -4-  Q  cos  ^  -4-  Y  cos  6  =  0, 

et  Von  irouvera  de  m&ine  pour  les  autres  points 

Y  cos  6'  -+-  R  cos  c  -f-  Z  cos  7  =  0, 
Z  cos  7'  H-  S  cos  ^  -f-  U  cos  ^  =  o , 
U  cos^'  -h  T  cos  tf  =  o. 

Eliminant  X,  Y,  Z,  U  entre  toutes  ces  ^nations,  il  en 
reste  une  seule  entre  les  forces  donn^es,  qui  sera  la  condi- 
tion d'^quilibre  du  syst^me.  Les  autres  feront  connaitre  les 
intensites  des  forces  X,  Y,  Z,  U. 

Quant  au  sens  dans  lequel  elles  agissent,  et  qui  n'est 
pas  counu  d'avance,  il  sera  determine  par  les  signes  que  de- 
vront  avoir  les  cosinus  des  angles  «,  «',  6,  6',  etc.  Ainsi, 
la  premiere  equation  faisant  connaitre  le  signe  de  cos  a,  de- 
termine le  sens  de  la  force  X  provenant  de  la  tige  AB  et 
agissant  en  A;  d'ou  resulte  le  sens  de  la  seconde  force  X 
appliqu^e  en  6,  et  par  suite  le  signe  de  cos  a\  La  seconde 
Equation  fera  connaitre  ensuile  le  signe  de  cos  6,  d'ou  re- 
sultera  le  sens  de  la  force  Y  agissant  en  B ;  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier  c6te. 

85.  Si  Tune  des  tiges  etait  normale  a  Tune  des  courbes, 
il  en  resulterait  des  consequences  particuliires  qu'il  est  bon 
de  remarquer.  Supposons,  par  exemple,  que  BC  soit  donnee 
normale  a  la  courbe  en  B^  on  aura 

cos  6  =  0, 

et  les  deux  premieres  equations  donneront,  par  Felimina- 
tion  de  X,  une  equation  de  condition  qui  ne  sera  autre  que 
la  condition  d'equilibre  des  deux  forces  P  et  Q  qui  seraient 
appliqu^es  a  la  tige  unique  AB,  dontles  extremit^s  seraient 
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liees  aux  deux  premieres  courbes.  Cela  devait  6ire,  en 
effet,  puisque  la  force  Y  ^tant  d^lruite  par  la  resistance  de 
la  courbe  en  B,  doit  6tre  regardee  comme  a'existant  pas 
pour  les  points  situes  du  cot^  de  B  que  Ton  considere. 

Les  trois  autres  equations  donneront  par  Telimination 
de  Z  et  U,  une  equation  qui  sera  celle  de  Fequilibre  du  sys- 
time  C,  D,  E  consider^  isol^ment,  et  dans  lequel  il  y  au- 
rait  une  force  ind^terniin^e  Y  agissant  en  C  suiyant  la  ligne 
BC,  dans  Fun  quelconque  des  deux  sens,  et  qui  sera  d^ter- 
min^e  par  cette  Equation.  En  effet,  cette  tige  BC  peut  6tre 
soUicit^  par  une  forc«  quelconque  en  C  dans  le  sens  de  sa 
longueur,  sans  qu'il  en  puisse  resulter  aucun  deplacement, 
vu  qu'elle  sera  detruite  par  la  r^istance  de  la  courbe  a  la* 
quelle  elle  sera  normale  en  B. 

86.  Quatriime  exemple.  —  Consid^rons  maintenant 
un  systime  de  points  li^s  entre  eux  par  des  61s  fiexibles  et 
inextensibles,  et  formant  ce  que  Ton  appelle  un  polygone 
funiculaire.  Dans  ce  cas,  les  syst&mes  rigides  pardels  se 
reduisent  k  des  points.  Soient  A,  B,  C,  D  {fig*  38)  ces 
points  ^  U,  P,  Q,  R,  S,  V  les  forces  qui  y  sont  appliquees, 
et  doni  les  deux  extremes  U,  V  agissent  par  Fintermediaire 
des  fils  ou  cordons  AU,  DV. 

Pour  que  ce  systeme  soit  en  ^quilibre,  il  faut  que  cbacun 
des  points  A,  B,  C,  D  soit  en  equilibre  an  moyen  des 
forces  qui  y  sont  appliqu^es.  Ainsi,  par  exemple,  le  point  B 
est  sollicite  par  trois  forces  qui  sont  les  efforts  exerces  par 
les  cordons  BA,  BC,  et  la  force  Q^  ces  trois  forces  devront 
done  ^tre  dans  un  m&me  plan,  et  chacune  d'elles  propor- 
tionnelle  au  sinus  de  Tangle  des  deux  autres.  Mais  Tequi- 
libre  de  chacun  des  cordons  exige  encore  qu'il  soit  tire  par 
des  forces  ^ales  et  contraires,  et  dont  Tintensite  se  nomine 
la  tension  du  cordon.  Au  moyen  de  ces  conditions,  on 
pourra  determiner  les  tensions  de  tons  les  cordons,  et  les 

12. 
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rapports  des  forces  entre  elles  lorsque   I'oii  connaitra  la 
figure  du  polygone  en  equilibre. 

87.  On  pent  determiner  tres-simplement  la  tension  T 
d'un  cordon  queleonque  CD,  en  observant  qu'il  y  a  equi- 
libre entre  celte  force  T  et  la  partie  du  systeme  qui  est  si- 
tuee  d'un  c6te  quelconque  de  CD.  Considerons  par  exenf^le 
les  forces  U,  P,  Q,  R  et  T  •,  elles  ne  cesseront  pas  d'etre  en 
equilibre  si  Ton  rend  inflexible  le  polygone  ABC ;  et,  par 
consequent,  la  force  T  est  egale  et  opposee  a  la  resultante 
des  forces  U,  P,  Q,  R.  Et  comme  on  peut  transporter  des 
forces  en  un  point  quelconque  de  leur  resultante  sans 
changer  leur  effet,  on  obiient  le  theoreme  suivant : 

La  tension  d'un  cordon  quelconque  est  la  resultante 
de  toutes  les  forces  situees  d'un  mdme  c6te  de  ce  cordon ^ 
et  transportees  parallelement  h  elles-m^mes  en  un  quel^ 
con  que  de  ses  points. 

88.  Lorsque  le  polygone  est  en  equilibre,  il  y  sera  en- 
core si  Ton  rend  sa  figure  invariable ;  et,  par  consequent, 
toutes  les  forces  exterieures  qui  y  sont  appliquees  doivent 
satisfaire  aux  conditions  d'equilibre  d'un  systeme  rigide.  Si 
done  on  les  transporte  parallelement  a  elles^memes  en  un 
meme  point,  elles  doivent  donner  une  resultante  nuUe,  ce 
qui  donne  trois  equations. 

Reciproquement,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on 
pourra  donner  au  polygone  une  figure  telle,  que  les  forces 
donnees  de  grandeur  et  de  direction  s'y  fassent  equilibre. 

En  effet,  pla^ons  arbitrairement  le  point  A  {Jig*  38), 
et  donnons  au  cordon  AB  la  direction  opposee  a  la  resul- 
tante de  U  et  P,  et  une  tension  egale  a  cette  resultante. 
Donnons  ensuite  au  cordon  BC  une  direction  contraire  a  la 
resultante  de  la  force  Q  et  de  la  tension  du  cordon  AB,  et 
une  tension  egale  a  celte  resultante  ^  et  continuous  ainsi 
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jusqu'au  dernier  sommet  D  :  la  direction  et  Tin  tensile  qu'ii 
faudra  donner  a  la  force  qui  liendra  ce  point  en  equilibre, 
seront  telles,  que  le  polygone  enlier  y  sera  lui-m^me;  cUe 
sera  done  egale  et  oppos^e  a  la  r^sultante  des  forces  U,  P, 
Q,  R,  S,  transportees  en  D,  et,  par  consequent,  sera  la 
force  donuee  V.  On  peut  done  toujours  donner  au  polygone 
une  forme  telle,  que  des  forces  donnees  de  grandeur  et  de 
direction  s'y  fassentequilibre,  pourvuque,  transportees  en 
un  m^me  point,  elles  s^y  detruisent.  Cette  consequence 
etant  independante  du  nombre  des  c6t^s  du  polygone,  aura 
lieu  encore  a  la  limite  lorsque,  les  cotes  tendant  vers  zero, 
il  s'approchera  indefiniment  de  se  confondre  avec  une 
courbe. 

,  89.  Si  les  extremites  du  cordon  sont  fixes,  les  forces  U 
et  V  ne  sont  plus  donnees,  et  Ton  peut  encore  se  proposer 
de  determiner  la  forme  du  polygone  en  equilibre,  et  les  va- 
leurs  de  ces  deux  forces. 

Pour  cela,  on  partira  de  la  premiire  extreniite  fixe  U, 
et  Ton  supposera  connues  les  trois  composantes  de  la  ten- 
sion U;  on  ddterminera^  en  consequence,  la  position  du 
point  A,  ainsi  que  les  positions  des  autres  points  et  les  ten- 
sions de  tons  les  cordons*  Les  coordonnees  du  point  extreme 
du  dernier  cordon  seront  done  exprimees  en  fonction  de 
celles  du  premier  point  que  Ton  peut  supposer  nuUes,  et 
des  trois  composantes  de  la  force  U.  En  egalant  ces  expres- 
sions aux  valeurs  donnees  des  coordonnees  du  second  point 
fixe,  on  aura  trois  equations  qui  determineront  ces  compo- 
santes, ainsi  que  toutes  les  tensions,  et  les  positions  de  lous 
les  sommets. 

90.  Si  les  directions  des  deux  cordons  extremes  se  ren- 
contrent,  les  forces  U,  V  ont  une  resultante  :  d'ou  il  suit 
que  les  forces  P,  Q,  R,  S  en  ont  une  egale  et  opposee;  et, 
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par  cons^uent,  lorsque  le  polygone  est  en  ^quilibre,  et  que 
les  deux  extremit^s  sont  fixes,  on  connaitra  reffort  exerc^ 
sur  chacune  d'elles  eD  prolongeant  les  cordons  qui  j  abou- 
tissent,  puis  transportant  a  leur  point  de  concours  les  forces 
donnees,  et  les  decomposant  en  deux  forces  dirig^es  suivant 
ces  m&mes  cordons.  Chacune  de  ces  composantes  mesurera 
la  tension  du  cordon  correspondant^  et  Teffort  qni  sera 
exerc^  sur  le  point  fixe  ou  il  est  attache. 

94.  Lorsque  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S  {fig»  89)  sont 
paralliles,  il  est  facHe  de  voir  que  tout  le  syst&me  est  com- 
pris  dans  un  m&me  plan.  Supposons,  de  plus,  que  Tun  des 
cordons,  BC  par  exemple,  soit  perpendiculaire  a  la  direc- 
tion des  forces  \  rempla9ons-le  par  une  force  ^gale  a  sa  ten** 
sion,  et  ne  consid^rons  que  les  forces  situ^es  d'un  m^me 
cdl^  de  ce  cordon.  La  tension  d'un  cordon  quelconque  DE 
est  la  resultante  de  toutes  les  forces  situees  d'un  m^me 
c6te  et  transportees  au  point  D  \  done  la  composante  per- 
pendiculaire aux  forces  sera  constante  pour  tons  les  cor- 
dons, et  egale  a  la  tension  deBG;  etla  composante  parallMe 
aux  forces  sera  la  somme  de  toutes  ces  forces  depuis  B  jus- 
qu'en  D. 

93.  Lorsqu'une  force  sollicite  un  point  qui  est  retenu 
par  plusieurs  cordons,  on  aura  la  tension  de  chacun  d'eux 
en  decomposant  cette  force  en  d'autres  qui  soient  dirig^es 
suivant  tons  les  cordons.  II  y  aura  ind^termination  si  leur 
nombre  est  plus  grand  que  trois ;  et  cela  tient  a  Fhypothese 
que  Ton  fait  de  Tinextensibilit^  des  cordons.  C'est  ainsi 
que  nous  avons  d^ja  vu  que  les  pressions  excretes  par  un 
corps  qui  repose  sur  un  plan  par  plus  de  trois  points,  ne 
sont  pas  determinees  individuellement.  Dans  la  reality,  les 
pressions  en  chaque  point  du  plan,  et  les  tensions  de 
chaque  cordon  sont  determinees,  parce  que  chaque  cordon 
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s' allonge,  et  chaque  point  de  contact  d^un  corps  sur  le  plan 
cede  plus  ou  moins.  Ces  circonstances,  jointes  aux  pro- 
pri^t^s  physiques  de  la  matiire  qui  les  forme,  font  con- 
naitre  chaque  force  en  particulier;  mais  ces  recherches 
sont  ^trangeres  a  notre  Cours,  et  nous  ne  nous  en  occupe- 
rons  pas. 

Equilibre  d'un  fit  flexible  et  inextensible  doni  tous  les 
points  sont  soumis  a  taction  de  forces  quelconques, 

93.  De  la  constitution  d^un  fit.  —  Les  corps  de  la  na- 
ture ^tant  reellement  composes  de  molecules  tris-petites, 
s^parees  les  unes  des  autres  par  de  tris-petits  intervalleSy 
la  continuite  geomelrique  que  nous  leur  supposons  est  une 
pure  fiction  propre  h  simplifier  les  questions,  dans  les  cas 
tr^s-nombreux  ou  les  forces  mutuelles  qui  agissent  entre 
toutes  les  molecules,  et  qui  peuvent  ^tre  tres-consid^rables, 
permettent  de  considerer  les  corps  comme  conservant,  si- 
non  tout  k  fait  leur  premiere  figure,  du  moins  celle  a  la- 
quelle  ils  arrivent  apres  la  leg^re  deformation  produite  par 
les  forces  qu'on  leur  applique. 

Un  fil,  ou  un  corps  aussi  d^li^  que  possible,  est  done  une 
suite  de  molecules  disjointes,  retenucs  k  des  distances  tr^- 
petites  que  nous  regarderons  comme  constantes,  et  m^me 
egales.  II  ne  presentera  done  pas  la  figure  d'lme  ligne  con- 
tinue, mais  d'un  polygone  dont  les  c6t^s  pourront  6tre 
consideres  comme  excessivement  petits  et  de  longueur  in- 
variable, si  le  fil  est  suppose  inextensible. 

Nous  resterons  dans  la  realite  de  cette  conception  lors- 
qu'elle  facilitera  les  raisounements ;  mais  nous  finirons  tou- 
jours  par  substituer  une  courbe  au  polygone,  parce  que 
cette  hypotb^se  simplifiera  beaucoup  les  expressions  ana- 
lytiques. 

On  voit  done  ici,  contrairement  a  ce  qui  arrive  ordinai- 
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rement  dans  la  g^om^trie,  que  e'^sl  la  courbe  qui  est  la 
fiction,  au  lieu  que  ce  soit  le  polygone. 

94*  Equations  de  I'equilibre.  —  Soient  X,  Y,  Z  les 
composantes  de  la  force  qui  sollicite  un  point  quelconque 
du  filj  et  qui  est  rapporiee  a  I'unite  de  longueur  5  de  sorte 
qu'un  arc  infiniment  petit  ds  soit  sollicite  par  une  force 
dont  les  composantes  soient  ILds,  Yds,  Tjds.  Les  extremites 
du  fil  peuvent  6tre  fixes,  ou  sollicitees  par  des  forces  don- 
n^es  de  direction  et  d^intensit^;  il  s^agit  de  trouver  les 
conditions  de  T^quilibre  du  systime,  qui  n'est  autre  chose 
qu'un  polygone  funiculaire  d'un  nonibre  infini  de  c6tes. 

Or,  dans  cet  etat,  un  Element  infiniment  petit  quel- 
conque du  fil  doit  ^Ire  en  equilibre  au  moyen  des  forces  qui 
y  sont  appliquees^  et  reciproquement,  si  cela  a  lieu,  le  fil 
entier  sera  en  equilibre. 

Soit  done  ds  tin  element  quelconque*,  il  ne  cessera  pas 
d'etre  en  equilibre  si  Ton  rend  sa  figure  invariable.  Or  les 
forces  qui  le  sollicitent  sont  les  tensions  exercees  a  ses 
extremites,  qui  sont  dirig^es  respectivement  suivant  les 
tangentes  en  ces  points  et  en  sens  inverse,  et  de  plus  les 
forces  Xrf^,  Yds^  7jds. 

La  tension  T,  variant  d^ine  mani^re  continue  en  m^me 

temps  que  Tare  s  de  la  courbe,  en  est  une  fonction  conti- 

I  .         dx    dr    dz   ^  1  r  •^ 

nue,  ainsi  que  les  cosinus  "j-^  -7-^  -r  des  angles  que  lait 

C»«^  MO  Cwv 

la  tangenle  avec  les  axes.  Les  composantes  de  la  tension, 
consideree  dans  le  sens  ou  5  augmente,  sont  done,  aux  deux 
extremites  de  Tare  ds, 


^dx        ^dy        ^dz 
T  — ,     T~->     T  ~, 
as  as  as 


el 


X^+.(T"1,     T|  +  .(Tg),     tJ  +  .(tJ; 
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SupposoDS  les  arcs  s  comptes  a  partir  de  rextr^mit^  A 
(^g.  4o),  et  soil  MN  Tare  infiniment  peiit  ds.  Les  direc-  ^  ^ 
tioDs  des  deux  forces  tangentes  aux  points  M  et  N  se  ren- 
contrent  si  la  courbe  est  plane,  et  elles  peuvent  etre  con- 
siderees  comme  se  rencontrant  mlsme  dans  le  cas  d*ane 
courbe  a  double  courbure,  parce  que  leur  plus  courle  dis- 
tance est  du  troisieme  ordre  infinitesimal,  ds  etant  du  pre- 
mier. Elles  peu?ent  done  £tre  considerees  comme  ayant  une 
resultante  situee  dans  le  plan  osculateur,  en  negligeant  le 
troisieme  ordre  infinitesimal.  Les  forces  qui  agissenten  tous 
les  points  de  MN  doivent  done  avoir  une  resultante  ^ale  et 
opposee  a  la  premiere,  et,  par  suite,  comprise  dans  le  plan 
osculateur  de  la  courbe.  Les  conditions  chercbees  de  I'^ui- 
libre  sont  done  celles  de  forces  appliquees  a  un  m&me .point, 
et  elles  doivent  exprimer  que  les  sommes  des  compoaantes 
paralleles  a  chaque  axe  sont  separ^ment  nulles.  Si  done  on 

observe  que  les  composantes  T  —  ?  T  —  j  T  —  doivent  6lre 

changees  de  signe,  on  aura  les  equations  suivantes  : 


w        Hi) 


-l-X^  =  o, 


-f-Tfl&=  o, 


^  (T~  )  -*-  Zds  =  o. 
els 


djc  dv 

Si  Von  multiplie  la  premiere  par  —  >  la  seconde  par  -~f 


ds  *       ds 

4  f>i  mi' ATI  Ips  ai 
ds 


la  troisieme  par  -7-9  et  qu'on  les  ajoute,  en  observant  que 


r 


on  a 


t)' A%)' At)' = '- 


t 
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et,  par  suite, 

dx     dx        dy     dy        dz     dz 

ds      ds        ds      ds        ds     ds  * 

on  obtiendra 

flfT  +  Xdlr  H-  Ydy  4-  Zdz  =  o , 

equation  qui  pourra  remplacer  une  quelcouque  des  equa-- 
tions  (1). 

Le  plus  ordinairement,  Xrfj?  -f-  Ydj  •+-Zdz  est  la  diff(£- 
rentielle  d'utie  fonction  cp(x,  j<-,  -z),  et  Ton  aura  alors 

Dans  le  cas  ou  la  tension  T*  sera  connue  en  un  point  ayant 
pour  coordonnees  a/,  y^  z\  on  aura 

T-T'=^(^,/,z')-y(^,j,z), 

de  sorte  que  Ton  connaitra  la  tension  en  tout  autre  point, 
en  fonction  de  ses  coordonnees;  et  dans  tons  les  cas- la 
difference  des  tensions  inconnues  qui  out  lieu  en  deux  points 
du  fil  ne  dependra  que  des  coordonnees  de  ces  points.  La 
valeur  de  T  etanl  substituee  dans  deux  des  equations  (i), 
on  aura  les  equations  de  la  courbe  form^  par  le  fil. 

95.  Fil  sollicite  par  des  forces  normales.  —  Si  la  force 
dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z  etait  normale  en  tons 
les  points  de  la  courbe^  on  aurait 

Xrfar-f-Yfl[r-hZ£fc  =  o; 

7  [^^tj^  ^)  serai t constant,  et,  par  suite,  T;  dans  ce  cas, 
le  fil  est  done  ^galement  tendu  en  tons  ses  points.  C'est  ce 
qui  aura  lieu  par  exemple  lorsquHl  sera  tendu  sur  une  sur- 
face qui  ue  produira  aucun  frottement. 

On  voit  done  que  lorsqu  un  fil  s'enroule  sur  un  corps 
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dout  ]a  surface  u'exerce  sur  loi  ancnti  frottement,  et  que 

r&]uilibre  s'^tablit  avec  des  forces  donnas,  comme  dins  le 
polygone  funiculalre,  les  deux  cordoDS  langents  k  cette 
surface  ont  une  tenaioD  %a]e,  paisqae  cette  tension,  ne  va- 
riaat  pas  dans  toute  I'eteodue  de  la  courbe  de  coDlact,  est 
la  m^tne  a  ses  deux  extr^mites. 

II  en  est  de  m^me  si  Tuue  des  forces  donn^i  agit  snr  le 
polygone  au  tnoyen  d'un  fil  ou  d'une  tige  qaelconqoe  ler^ 
minee  par  un  anneau  dans  leqtrel  passe  le  61  polygonal : 
les  deux  c6l^a  da  polygone  situ^s  de  part  et  d'auire  de 
I'anaeaa  seroat  ^galement  lendus. 

96.  La  tension  T  ^tant  constantc,  les  equations  (1)  de- 
viennent 

tU  as  ds 

d'ou  '■*    ' 

ou,  en  d^signant  par  P  la  force,  et  par  R  le  rayon  de  conr- 
bure, 

T'  =  P'R',     d'oa     ^=\' 

Ainai,  quelle  que  soit  la  force  normale,  le  fil  prendra  uae 
figure  telle,  que  cette  force  soit  en  raison  inverse  du  rayon 
de  courbure. 

D'ou  il  suit  que  si  la  force  est  constante  et  que  la  courbe 
soit  plane,  elle  formera  un  arc  de  cercle. 

Si  la  force  normale  est  la  resistance  d'une  surface,  comme 
elle  doit  toujours  ^tre  comprise  dans  le  plan  osculateur  de 
la  courbe,  ce  dernier  est  normal  a  ceite  surface,  et  la  courbe 
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est  celle  de  longueur  minimum ,  entre  deux  quelconques 
de  ses  points. 

97.  On  peut  irouver,  par  des  considerations  geom^- 
iriques  tris-simples,  la  valeur  de  la  pression  exercee  sur 
la  surface.  Pour  cela,  considerons  la  coui'be  que  forme  le 
fil,  comme  un  polygone  d'une  infinite  de  c6tes  egaux 
entre  eux;  lar^sultante  des  tensions  de  deux  cotes  conse- 
cutifs  AB,  BC  sera  dirigee  suivant  la  ligne  BD  qui  divise 
Tangle  AB  en  deux  parties  egales,  et  son  intensity  sera 

BC 
2TcosCBD,     ou     2T— , 

la  ligne  CD  etaut  menee  perpendiculairement  a  BC 
(fig-  4i)«  Si  Ton  represente  par  R  le  rayon  du  cercle  qui 
passe  par  les  trois  points  A,  B,  C,  et  qui  n'est  autre  chose, 
a  la  limite,  que  le  cercle  osculateur  de  la  courbe,  la  pres- 
sion sur  la  surface  sera  mesur^e  par  T  —  •  Lorsque  BC 

tend  vers  z^ro,  la  pression  tend  elle-*m6me  vers  zero ;  mais 
si  Ton  considere  une  longueur  extr&mement  petite  a  sur  le 
fil,  les  normales  pourront  ^tre  considerees  comme  paral- 
leles,  et  les  pressions  comme  egales,  ainsi  que  les  rayons  de 
courbure,  en  tons  les  sSommets  du'  polygone  infinitesimal 
qui  y  seront  compris  :  la  somme  de  ces  pressions  sera  done 

toujoursT  sensiblement  egale  a  -~-  Z  BC,  ou  a  r^^  R  etant  le 

rayon  de  courbure  en  un  quelconque  des  points  de  Tare  a. 
Ainsi^  la  valeur  de  la  pression  normale  produite  par  le  fil 
sur  la  surface,  dans  une  etendue  infiniment  petite  ds^  est 

exprimee  par  -^  \  et  Ton  voit  qu'elle  est  en  raison  inverse 

du  rayon  de  courbure  au  point  que  Ton  considere. 
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CHAPITRE  IX. 

ORIGINE  DIT  PRINCIPE  DBS  VTTESSES  VIRTUELLES. 
DEMONSTRATION  GtiNtRALE  DB  CE  PRINCIPE. 


98.  Galil^  cherchant  a  se  reodre  compte  des  raiioDS  ponr 
lesquelles  les  machines  ne  produiseni  pas  toujonrs  les  avan- 
tages  qa'oD  en  esp^rait  en  employant  de  petites  forces  A 
vaincre  degraodes  resistances,  reconnut  que  cela  lenaita 
ce  que  dans  les  machines  en  mouvement  les  espaces  par- 
counts  par  les  points  d'appHcation  de  la  puissance  et  de  U 
r^sisiancc,  dans  le  sens  de  ces  forces,  etaient  en  raison  in- 
verse des  intensit^s  de  ces  forces,  lorsqn'elles  se  faisaient 
^quilibre  sur  !a  machine.  Cette  proposition  peut  ^tre  rc- 
gardee  comme  le  point  de  depart  de  la  theorie  que  nous 
allons  exposer,  quoique  peul-6tre  il  oe  fit  pas  impos- 
sible d'en  trouver  quelque  idee  confuse  dans  les  ouvrages 
d'Aristote. 

Gallic  la  deduit  des  conditions  d'^quilibre  qu'il  de- 
moDire  prealablement,  et  en  lire  la  consequence  que  les 
machines  ne  peuvent  servir  aaugmcnter  ce  qu'il  appelte 
improprement  la  force  (ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  le 
travail),  mais  seulement  a  la  transformer;  qu'on  ne  peut 
par  leur  moyen  frauder  la  nature,  et  oblenir  beaucoup  en 
depensant  peu.  Ainsi,  par  exemple,  pour  clever  un  certain 
poids  a  une  certainc  hauteur,  en  employant  un  poids  dix 
fois  plus  petit,  il  faut  que  ce  dernier  parcoure  en  descen- 
dant un  cspace  dix  fois  plus  grand  que  I'aulrei  <k^  sortc 
que  Ton  a  reelleinenl  fait  le  mfeme  travail  des  deux  cAn^s, 
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savoir  dix  fois  celui  de  faire  parcourir  la  hauteur  donnee 
a  un  poids  egal  au  dixiime  du  poids  doune. 

Cette  remarque  est  une  des  plus  imporlantes  dans  la 
th^orie  des  machines,  et  pent  emp^cher  bien  des  illusions 
d^sastreuses  dans  Tindustrie.  Gallic  la  d^duit  des  condi- 
tions de  Tequilibre,  et  ne  I'emploie  pas  a  la  generalisation 
de  Tenonce  de  ces  conditions  dans  les  diflerentes  machines 
en  equilibre,  mais  a  Tappr^iation  de  Tutilite  des  machines 
en  mouvement. 

Descartes  a  fait  precisement  Finverse  :  il  a  admis  comme 
evident  qu'il  fallait  la  m^me  force  pour  Clever  un  poids  a 
une  certaine  hauteur,  que  pour  elever  un  poids  double  i 
une  hauteur  moitie  moindre,  ou  un  poids  triple  a  une  hau- 
teur trois  fois  moindre,  et  ainsi  de  suite;  parce  que,  dit*il, 
un  poids  P  eleve  a  uue  hauteur  H,  est  la  m^me  chose  que  P 

elev^  a  la  hauteur  -  H  et  encore  P  eleve  a  -  H,  c'est-a- 


2 


dire  deux  fois  Televation  de  P  a  -  H.  Or  c'est  U  ce  que 

Ton  fait  en  elevant  aP  a  la  hauteur  -  H;   si  ce  n'est  que 

Ton  fait  alors  simultanement  ce  que  Ton  avait  fait  de  lau- 
tre  maniire  successivement. 

On  voit  ici  la  m^me  confusion  en  tre  la  force  et  le  tra- 
vail execute ;  mais  il  n'y  avait  aucun  inconvenient  dans  la 
theorie  de  Galilee  ou  tout  ^tait  d^montre,  tandis  que  dans 
cellede  Descartes  tout  etait  a  demonlrer.  En  effet,  il  est 
bien  Evident,  comme  I'avait  deja  dit  Galilee,  qu'elever  un 
poids  a  une  certaine  hauteur,  c'est  faire  d'un  seul  coup  ce 
que  Ton  ferait  en  detail,  en  elevant  par  exemple  chaque 
dixiime  de  ce  poids  successivement  a  cette  meme  hauteur, 
ou  un  m^me  dixiime  seulement  dix  fois  de  suite  a  cette 
mi^me  hauteur,  c'est-a-dire  a  une  hauteur  decuple.  Mais 
quel  rapport  y  a-t-il  entre  ces  difC^rentes  manieres  de  con- 
sid^rer  Televation  d'un  poids,  et  la  condition  d'equilibre 
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de  deux  poids  sur  une  machine?  pourquoi  dans  le  cas  d'^- 
quilibre  un  d^placement  fictif  dn  syst^e  donnerait-il  ha- 
lite entre  les  produits  des  poids  deplaces,  par  les  haoteurs 
dont  ils  se  seront  Aleves  ou  abaisaes ,  c'est-i^-dire  entre  ce 
qu'il  appelle  les  forces  d^veloppees.  C*est  admeltre  precis^ 
ment  ce  qu'il  faut  prouver.  . 

Jean  Bernoulli  general! sa  la  proposition  de  Galilee  de  la 
maniire  suivante  :  «  Lorsque  des  forces  quelconques  sont 
eu  ^quilibre  sur  un  systinie  de  points  assujettis  k  certaines 
liaisons^  si  Ton  confoit  ce  systime  d^place  infiniment  peu 
en  satisfaisant  toujours  k  ces  conditions  de  liaison,  la 
somme  des  produits  de  chaqu^  force  par  le  d^lacement  de 
son  point  d' application  projet^  sur  la  direction  de  cette 
f«rce,  ^era  ^gal  a  zero,  en  regardant  comme  positives  les 
projections  qui  sont  dans  le  sens  des  forces,  et  comme  ne- 
gatives celles  qui  sont  en  sens  contraire.  » 

Bernoulli  se  contenta  d'enoncer  cette  proposition  g^ne- 
rale  et  ne  la  d^montra  point.  II  est  vraisemblable  qu'il  y 
^tait  parvenu  en  copsid^rant  des  cas  plus  compliqu^s  que 
neTavaitfait  Galilee,  et  qu'il  Tavait  g^neralis^e  par  simple 
induction.  II  la  communiqua  en  17 17  a  Yarignon,  qui  en 
donna  T^nonc^  dans  sa  Nouuelle  Mecanique^  et  ne  la  de- 
montra  que  dans  quelques  cas  tr^-simples.  Lagrange,  dans 
la  premiere  edition  de  sa  Mecanique  analytique y  Tadmet 
comme  un  principe  reconnu,  ou,  suivant  sa  propre  expres- 
sion, comme  une  espece  fTaxiotne  de  mecanique;  et  il  se 
propose  de  le  r^uire  en  une  formule  g^nerale,  qui  renferdte 
la  solution  de  tons  les  problemes  qu'oti  pent  proposer  sur 
r^uilibre  des  corps.  Ce  n'est  qu'apres  la  publication  de 
ce  grand  ouvrage  de  Lagrange,  que  parut  la  premiere  d^ 
monstration  generale  du  principe  en  question.  Elle  est  due 
a  Fourier,  et  ne  date  que  de  1 797.  II  en  a  paru  depuis  un 
grand  n  ombre  d'autres  \  et  Lagrange  lui-m6me  a  cm  devoir 
en  proposer  une  dans  la  seconde  Edition  de  la  Mecanique 
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analytique.  Avant  de  faire  coDnaltre  celle  que  nous  avons 
adoptee,  nous  allons,  en  suivant  la  marche  m^nie  de  cette 
decouverte,  montrer  d^abord  dans  quelques  cas  simples, 
comment  on  a  pu  reconuaitre  la  verit^  de  la  proposition 
dont  il  s'agit. 

Mais  pour  la  commodity  du  langage,  nous  emploierons 
certaines  denominations  inlroduites  par  Bernoulli,  et  que 
nous  allons  eifpliquer,  dans  le  sens  precis  ou  elles  sont  en- 
tendues  aujourd'hui. 

99.  Lorsque  I'on  considire  un  systeme  quelconque  de 
points  dans  une  premiere  position,  et  que  Ton  suppose  en- 
suite  que  chacun  d'eux  soit  place  dans  une  position  infini- 
ment  voisine  de  celle  qu'il  occupait,  sans  cesser  de  satisfaire 
a  toutes  les  conditions  qui  dependent  de  la  nature  du  systeme, 
on  nomme  ^vitesse  virluelle  d'un  quelconque  de  ces  points, 
la  droite  qui  joint  sa  premiere  position  a  la  seconde.  Cette 
denomination  vient  de  ce  que  I'on  pent  concevoir  que  ce 
deplacement  se  fasse  avec  uniformite  daiis  un  meme  temps 
iniiniment  petit,  et  qu'alors  les  espaces  parcourus  sont 
proportionnels  aux  vitesses ;  et  en  outre  de  ce  que  ce  de- 
placement  n'est  que  possible  et  ne  s'eflectue  reellement 

La  vitesse  virtuelle  d'un  point,  estimee  suivant  une  di- 
rection determineey  est  la  projection  de  cette  vitesse  sur 
cette  direction  5  elle  est  regardee  comme  positive  quand  la 
(Urection  du  deplacement  du  point,  en  passant  de  sa  pre- 
miere position  a  la  seconde,  fait  uti  angle  aigu  avec  celle 
suivant  laquelle  on  estime  la  vitesse  \  elle  est  negative  quand 
cet  angle  est  obtus.  De  sorte  qu^on  obtient  en  grandei^r  et 
en  signe,  la  vitesse  d'un  point,  estimee  suivant  une  direc- 
tion quelconque,  en  multipliant  la  grandeur  absolue  de 
cette  vitesse  par  le  cosinus  de  Tangle  que  sa  direction  fait 
avec  celle  suivant  laquelle  on  Testime. 

On  appelle  moment  virtuel  d* une  force,  le  produit  de 
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son  intensite  par  la  vilesse  virtuelle  de  son  point  d'applica- 
tion,  estimee  suivant  la  direction  de  la  force. 

D'apres  cela,  le  principe  de  Bernoulli  consiste  en  ce  que : 

Si  un  sjsteme  quelconque  de  points  est  en  equilibre,  et 
que  Von  concoii^e  un  deplacement  injininient  petit  de  tous 
ses  points,  qui  soit  compatible  ai^ec  toutes  les  conditions 
auxquelles  ilest  assujetti,  la  somme  des  moments  mrtuels 
de  toutes  les  forces  estnuUe^  quel  que  soit  ce  deplacement^ 
Et  reciproquementy  si  cette  condition  a  lieu  pour  tous  les 
deplacenients  virtuels,  le  systime  est  en  equilibre. 

Dans  cet  ^nonce,  les  indniment  petits  sont  consid^res 
de  la  mani^re  ordinaire.  L' equation  n'est  exacteqn^en  con- 
sid^rant  l^s  limites  des  rapports,  apres  avoir  divi«^  par 
I'une  quelconque  des  quantites  infiniment  petites;  en  d'an* 
tres  termes,  la  somme  des  moments  est  infiniment  petite 
par  rapport  a  ces  moments  eux-memes. 

Ceia  pose,  passons  a  Texamen  de  cas  particuliers  qui 
prepareront  a  I'elablissement  de  la  proposition  generate. 

100.  £quilibre  d^un  point  unique.  —  L'equilibre  d'un 

point  entiirement  libre  exige  que  la  somme  des  forces  esti- 

mees  suivant  une  direction  arbitraire  soit  nuUe;  et  reci- 

proquement  si  cela  est,Jl  y  a  equilibre.  Soient  done  P  Tune 

quelconque  des  forces  appliquees   a  ce  point,    a  I'ai^le 

qu'elle  forme  avec   une  direction  quelconque,  on  devra 

avoir 

2Pcosfft  =  o; 

et  reciproquement,  si  cette  equation  a  lieu  pour  toute  di- 
rection, le  point  seia  en  equilibre.  Si  Ton  multiplie  tous 
les  termes  par  une  quantite  arbitraire  m,  I'equation  de- 
vient 

2P/7ICOSp  =  o. 

Or  mcosf*  est  la  grandeur  m  port^e,  a  partii<  du  point 
I.  i3 
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donna,  sur  la  direction  que  Ton  consid^re,  et  projeiee  sur 
la  direction  de  la  force  P',  de  plus,  le  point  etant  entiere* 
ment  libre,  m  pent  6tre  consid^re  comme  la  distance  de  sa 
premiere  position  a  une  autre  quelconque  qu'il  pourrait 
prendre^  et  en  la  supposant  infiniment  petite,  elle  sera  ce 
que  nous  avons  appele  la  vitesse  virtuelle  de  ce  point, 
Ainsi  ZPmcosfx  est  la  somme  des  moments  virtuels  des 
forces ;  done,  si  le  point  est  en  equilibre,  cette  somme  est 
nuUe,  et  reciproquement ;  ce  qu*il  fallait  demontrer.  On 
pent  observer  que,  dans  ce  cas,  on  pent  prendre,  au  lieu 
de  la  vitesse  virtuelle,  une  quantity  finie  quelconque ;  et, 
de  plus,  que  la  somme  des  moments  virtuels  est  rigou- 
reusem^nt  nuUe,  et  non  pas  seulement  egale  k  jine  quan- 
tite  infiniment  petite  par  rapport  a  ces  moments  eux- 
m^mes. 

Si  Ton  d^signe  par  p  la  distance  d'un  point  determine 
quelconque^  pris  sur  la  direction  d'une  force  P,  mcosfx  sera 
Taccroissement  virtuel,  positif  ounegatif,  de^,  que  nous 
repr^senterons  par  Jp,  et  Tequation  precedente  s'ecrira 
ainsi  : 

xVSp  ==  o. 

101.  Dans  le  cas  ou  le  point  n^est  pas  en  equilibre,  \i 
su^rait,  pour  qu'il  y  fut,  que  Ton  introduisit  une  force 
^gale  et  opposee  a  la  resultante.  Or,  la  somme  des  moments 
serait  alors  nuUe,  et,  de  plus,  deux  forces  ^gales  et  oppo- 
s^es,  appliquees  au  m&me  point,  donnent,  pour  un  m^me 
deplacement  de  ce  point,  des  moments  virtuels  egaux  et  de 
signes  contraires  ^  done  le  moment  virtuel  de  la  resultante 
est  egaly  en  grandeur  et  en  signe^  it,  la  somme  des  mo^ 
ments  virtuels  des  composantes, 

Dans  cette  relation,  toutes  les  forces  sont  considerees  en 
valeur  absolue,  et  il  est  n^cessaire  d'examiner  si  elle  se 
modifie  lotsque  les  composantes  sont  susceptibles  d'etre 
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affectees  d'un  slgne  quelconque,  comroe  lorsqu'il  s'agit 
d'une  force  P  que  Ton  decompose  en  trois  autres  X,  Y,  Z, 
paralleles  a  des  axes  rectangulaires. 

Si  d'abord  on  suppose  ces  trois  forces  positives,  les  varia- 
tions $x^  dy^  $z  seront  en  grandeur  et  en  signes  les  vi- 
tesses  virtuelles  estimees  dans  le  sens  de  ces  forces  respec- 
tives,  et  Ton  aura 

Si  maintenant  une  quelconque  d^entre  elles,  Y  par  eicem- 
pie,  est  negative,  la  valeur  absolue  de  la  force  sera  —  Y, 
mais  aussi  la  vitesse  virtuelle  estimee  dans  le  sens  de  cette 
force  qui  est  contraire  au  premier  sera  —  dy^  et  le  mo- 
ment virtuel  sera  toujours  exprime  par  Y  dy ;  de  sorte  que 
r&{uation  pr^cedente  est  g^aerale,  en  considerant  de  la  ma- 
niire  ordinaire  les  signes  des  composanies,  ainsi  que  des 
coordonnees  :  c'est  d'ailleurs  ce  que  I'on  trouverait  direc- 
te'ment  en  projetant  sur  la  resultante  la  ligne  bris^  form^e 
par  Jx,  Sj",  Jz  et  la  vitesse  virtuelle. 

U  est  bon  de  remarquer  que  si  les  axes  ^taient  obliques, 
X<J  x  ne  serai t  pas  le  moment  virtuel  de  la  force  X,  puis- 
que  d  Jt:  ne  serait  pas  la  projection  de  la  vitesse  virtuelle  du 
point  sur  la  direction  de  X ;  il  en  serait  de  m^me  des  deux 
autres  composantes,  et  I'^uation  pr^cedente  ne  subsiste- 
rait  plus. 

102.  Remarque.  —  Cette  propriete  importante  que  le 
moment  virtuel  de  la  resultante  de  forces  concourantes  est 
egal  a  la  somme  de  ceux  des  composantes,  s'etendrait  facile- 
ment  au  cas  des  forces  paralleles  qui  peuvent  6tre  regar- 
dees  comme  limites  de  forces  concourantes.  On  reconnai- 
trait  d'abord  que  le  moment  virtuel  d'une  force  ne  change 
pas  lorsqu'on  transporte  son  point  d'application  en  un 
point  quelconque  de  sa  direction,  lie  fixement  au  premier; 

i3. 
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et  que  dans  le  deplacement  infiniment  petit  d'une  droite  de 
longueur  fixe,  les  vitesses  virtuelles  de  ses  extremites, 
estim^es  suivtnt  sa  direction,  sont  egales  et  de  m^me  sens, 
au  second  ordre  pris.  Cela  pose,  en  regardant  deux  forces 
paralleles,  appliquees  h  deux  points  donnes,  comme  limiies 
de  deux  forces  concourantes  passant  par  ces  m^mes  points, 
le  moment  virtuel  de  la  r^sultante  de  ces  demi^res  ^tant 
toujours  egal  a  la  somme  de  ceuxde  ces  forces,  on  parvient 
sans  peine  a  la  m6me  conclusion  pour  la  resullante  de 
forces  paralleles. 

Mais  on  y  parvient  directement  eu  observant  que  lorsque 
la  droite  qui  joint  les  points  d'application  des  deux  forces 
paralleles  et  de  leur  resultante  se  deplace  infiniment  peu, 
les  vitesses  virtuelles  de  ces  trois  points,  cstim^es  dans  la 
direction  de  cette  droite,  sont  egales  et  de  m^me  sens.  Et 
comme  la  resultante  est  ^gale  a  la  somme  algebrique  des 
composantes,  son  moment  virtuel  est  egal  d  la  somme  al- 
gebrique de  ceux  des  composantes. 

103.  Si  le  point  est  assujetti  a  rester  sur  une  surface 
fix^,nous  savons  qu'il  est  necessaire  et  suf&sant  pour  Te- 
quilibre  que  la  resultante  soit  normale  a  cette  surface,  et 
par  consequent  que  SPcosf*  soit  nulle  pour  toutes  les  di- 
rections situ^es  dans  le  plan  tangent.  On  aurait  done  en- 
core, comme  dans  le  cas  precedent^ 

2Pwcosf*  =  o; 

mais  on  ne  pourrait  plus  regarder  m  comme  la  distance  de 
deux  positions  possibles  du  point,  puisque  Textremit^  de  la 
Hgne  m  ne  se  trouve  pas  sur  la  surface. 

Mais,  si  Ton  prend^sur  la. surface  m^me  un  point  situe  a 
une  distance  infiniment  petite  3s  da  premier,  la  direction 
de  la  droite  qui  les  joint  a  pour  limite  celle  d'une  tangente 
quelconque  a  la  surface,  et  par  cons^uent  2P  cosjtJt  est  in- 
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fiuimenl  petit  j  done  ZP(?5cos]cx  est  iniiniment  petit  par 
rapport  k  ds'^  el  par  consequent,  dans  le  sens  ordinaire  ou 
Ton  entend  les  equations  infinitesimales,  on  a 

lVSscosii.  =  o. 

Done,  dans  ce  nouveau  cas  d'equilibre,  la  somrae  des 
moments  virluels  des  forces  est  nulle  pour  tous  les  depla- 
cements  iniiniment  petits,  compatibles  avec  les  conditions 
de  la  question*,  el  reciproquement. 

104.  Si  le  point  est  assujetti  a  rester  sur  nne  courbe  fixe, 

il  est  necessaire  et  suffisant  pour  Tequiiibre  que  la  r^ul- 

tante  soit  normale  a  la  courbe,  et,  par  suite,  que  la  somme 

des  forces  estimees  dans  le  sens  de  la  tangents  soit  egale  a 

zero.  D'ou  Ton  conclut,  comme  dans  le  cas  precedent, 

qu'en  d^signant  par  ds  un  arc  lufiniment  petit  de  la  courbe, 

on  aura 

2P^icos^=:o, 

en  n^gligeant  les  infinimenl  petits  du  second  ordre.  II  est 
done  necessaire  et  suffisant  pour  Tequilibre  que  la  somme 
des  moments  virluels  des  forces  soit  nulle  pour  tous  les 
deplacements  des  points,  compatibles  avec  les  conditiohs 
auxquelles  il  est  assujetti. 

Si  le  point  n'^tai  t  que  pose  sur  la  surface  ou  sur  la  courbe, 
nous  avons  d^ja  dit  quMl  serai t  necessaire,  mais  non  suffi- 
sant, que  la  resullante  fut  normale.  Les  conditions  que 
nous  venons  d'indiquer  auraient  done  encore  lieu,  mais  ne 
suffiraient  plus.  La  somme  des  moments  virluels  ne  serait 
plus  nulle  pour  les  deplacements  d*un  point  suivant  des 
droites  inclinees  au  plan  tangent,  quoique  ces  d^place* 
ments  soient  compatibles  avec  les  conditions  de  la  ques- 
tion. EUe  serait  egale  au  moment  de  la  resultante^  or 
celui-ci  est  n^gatif,  puisque  la  resultante  doit  appuyer  le 
point  sur  la  surface.  D'ou  Ton  conclut  que,  dans  requili- 


198  LITRE    I. 

bre  d'un  point  pos^  sur  une  surface,  la  somme  des  moments 
virtuels  des  forces  est  nulle  quand  le  point  se  d^place  sur 
la  surface,  et  negative  pour  tous  les  autres  depiacements 
qu'il  pent  subir. 

105.  EquUibre  du  le^^ier.  —  Archim^e,  qui  s'est  occupy 
le  premier  de  Tequilibre  du  levier,  Ta  consid^r^  comme  une 
droite  inflexible  donl  un  point  est  fmey  et  a  laquelle  sont 
appliques  deux  poids,  en  des  points  situ^s  de  part  et  d'autre 
du  point  fixe.  II  a  d^montr^  que  pour  que  ces  deux  forces 
parallMes  fussent  en  equilibre  sur  ce  syst^me,  il  etait  n^- 
cessaire  et  suiBsant  que  leurs  intensites  fussent  en  raison 
inverse  des  distances  respectives  de  leurs  points  d'applica- 
tion  au  point  fixe. 

Get  enonce  pent  se  transformer  de  la  maniire  snivante  : 

Soient  A  et  B  les  deux  points  d'application  des  forces  pa* 

ralliles  P,  Q,  et  G  le  point  fixe.  On  aura  pour  T^quiKbre 

la  condition 

P  '_  CB 

Q~AC* 

Goncevons  maintenant  le  levier  dans  une  autre  position 
A'GB\  autour  du  point  fixe  G;  les  depiacements  AA^,  BB^ 
des  points  d'application  des  poids,  seront  dans  le  rapport 
de  AG  k  BG ;  et  Ton  aura  par  consequent 

P  _  B£ 
Q'^AA'' 

Et  comme  AA'  et  BB'  sont  parallMes,  lenrs  projections  sur 
les  directions  parall^les  des  forces  P  et  Q  seront  dans  le 
m6me  rapport  que  ces  grandeurs  m&mes,  et  Ton  pourra 
enoncer  ainsi  la  condition  d^ Equilibre  : 

Pom/'  (fue  les  deux  poids  soient  en  equilibre^  ilfaut  que 
leur  rapport  soit  le  mdme  que  cehiides  quantites  dont  s'e^ 
leverment  ou  s'abdissercMnt  leurs  points  d^application^ 
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pour  un  deplacement  queieonque  donne  au  lesner  autour 
de  son  point  fijce, 

Ou,  en  d*autres  termes,  que  les  produits  des  poids  par 
les  quantity  respectiTes  dont  ils  ont  ^t^  ^lev^s^  soient  ^gaiix 
et  de  sens  contraires,  et  que  par  consequent  leur  somtne 
soit  ^gale  k  zero. 

II  est  facile  de  reconnaitre  que  cette  proposition  doit 
^tre  modiB^e  si  les  trois  points  A,  B,  G  n^  sont  pas  en  ligne 
droite,  ou  si  les  forces  P,  Q  ne  sont  pas  paralliles. 

On  salt  que,  dans  ce  cas  plus  general,  F^quilibre  exige 

P 

que  le  rapport  -rr  soit  egal  au  rapport  inverse  des  perpen- 

diculaires  abaissees  de  C  sur  les  directions  des  forces^  c'esi- 
a-^lire  que  Ton  doit  avoir 

P  _  CBsinCBQ 
Q""  ACsiflCAP' 

ou,  en  rempla9ant  CB,  CA  {/ar  les  quantit^s  proportion- 
nelles  BB^,  AA', 

P  _  BB^  sinCBQ 
Q**  AA' sin  CAP* 

Ces  deux  sinus  sont  les  cosinus  des  angles  form^  res- 
pectivement  par  les  directions  des  forces  avec  les  tangentes 
aux  arcs  decrits  par  A  et  B;  si  done  on  pouvait  prendre  la 
direction  des  cordes  au  lieu  de  celle  des  tangentes,  les  termes 
du  dernier  rapport  seraient  les  projections  des  d^place- 
ments  BB',  AA'  sur  les  directions  des  forces  correspon- 
dantes  -,  et  Tenoned  serait  le  m6me  que  dans  le  premier 
cas  :  les  forces  seraient  en  raison  inverse  des  deplacements 
estimes  dans  les  directions  des  forces.  Mais  les  directions 
des  cordes  AA',  BB^  sont  d'autant  plus  voisines  de  celles 
des  tangentes,  que  le  d^lacement  est  plus  petit,  et  par 
cons6|uent  la  limite  du  rapport  de  leurs  projections  sue 
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les  farces,  -est  egale  exactement  au  rapport  inverse  de  ces 
forces.  On  pent  done,  en  employant  le  langage  des  infini- 
ment  petits,  enoncer  cette  proposition  generate  : 

Dans  Vequilibre  du  leuier,  les  deux  forces  sont'dans  le 
rapport  inverse  des  deplacements  infiniment  petits  corresr 
pondants  de  leurs  points  d' application,  estimis  dans  les 
directions  de  ces  forces. 

Enonc^  qu'on  pcut  changer  dans  le  suivant,  en  regar- 
dant les  projections  sur  les  forces  comme  positives  ou  ne- 
gatives, suivant  qu'elles  seront  dans  la  direction  de  ces 
forces  ou  dans  la  direction  opposee  : 

La  somme  algebriqne  des  produits  des  forces  par  les 
deplacements  infiniment  petits  simultanes  de  leurs  points 
d^ application,  estimis  suivant  la  direction  de  ces  forces^ 
est  egale  a  zero. 

Et  cela  veut  dire  que  cette  somme,  si  elle  n'est  pas  ri- 
goureusement  nuUe,  est  egale  a  un  infiniment  petit  d^un 
ordre  superieur  aux  deplacements ;  ou,  en  d'autres  termes, 
que  si  on  le  divise  par  Tun  des  deplacements,  la  limite 
de  la  somme  sera  rigoureusemept  zero. 

Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  cette  rela- 
tion entre  les  forces  et  les  deplacements  infiniment  petits, 
qui  est  une  consequence  de  T^quilibre,  suffit  reciproque- 
ment  pour  I'assurer,  puisqu'on  en  conclut  que  le  rapport 
des  forces  est  ce  qu'il  faut  pour  que  Tequilibre  ait  lieu. 

106.  En  examinant  au  m^me  point  de  vue  les  antres  ma- 
chines simples,  telles  que  le  treuil,  le  plan  incline,  la  vis, 
ou  m^me  des  machines  composeesd'unnombre  quelconque 
de  celles-<ci,^  on  reconnaitra  facilement  la  v^rit^  de  cette 
proposition  gen^rale  que : 

Si  deux  forces  sont  en  equilibre  sur  un  pared  systeme^ 
leurs  intensites  sont  reciproquement  proportionnelles  aux 
longueurs  obtenues  en  projetant  sur  leurs  directions  les 
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espaces  qui  seraient  parcourus  par  leiirs  points  d^appli-- 
cation,  siVon  faisait  passer  geometriquement  le  systhme 
dans  une  position  infiniment  voisine^  en  satisfaisant  tou~ 
jours  aux  conditions  aXtxquelles  il  est  assujetti* 

Cette  proposition  peut  ^tre  changee  dans  F^alit^  des 
produits  des  extremes  et  des  moyens.  Et  si  I'on  obserye  que 
les  deux  projections  des  espaces  parcourus  sont  dirig^s, 
Tune  dans  le  sens  de  la  force  et  F autre  en  sens  oppos^;  que, 
de  plus,  on  convienne  de  prendre  la  premiere  comme  posi- 
tive, et  Tautre  comme  negative,  la  propriete  generate  de 
Tequilibre  des  machines  s'eijoncera  ainsi  : 

Lorsque  deux  forces  sont  en  equilibre  sur  une  machine 
quelconque,  la  somme  des  produits  de  ces  forces  par  les 
deplacements  infiniment  petits,  et  simultanement  possibles, 
de  leurs  points  d 'application,  projetes  sur  leurs  directions 
respectives,  est  egale  a  zero.  Et  reciproqiiement  si  cela  a 
lieu  pour  tons  les  deplacements  possibles,  il  y  a  equilibre. 

La  m^me  proposition  s'etendrait  au  cas  ou  les  forces  en 
equilibre  sur  la  machine  seraient  en  nombre  quelconque. 

107.  Cas  dCunsjystemerigide  quelconque. — Considefons 
maintenant  le  cas  d'un  sysi^me  quelconque  de  points  lies 
entre  eux  d'une  maniire  invariable,  ou,  en  d'autres  termes, 
un  corps  solide  quelconque*,  ce  qui  comprendra  les  cas 
particuliers  des  lignes  ou  des  surfaces  que  nous  ne  traite- 
rons  pas  a  part,  pour  ne  pas  trop  multiplier  les  details. 

Les  conditions  necessaires  et  suffisantes  de  Tequilibre 
d'un  corps  solide  sont,  en  designant  par  X,  Y,  Z  les  com- 
posantes  positives  ou  negatives  de  la  force  appliquee  au 
point  quelconque  dont  les  coordonnees  sont  x^y^  r, 

2X  =  o,     2Y  =  o,     2Z  =  o, 

2  (jZ  —  zY)  =  0,     2  (zX  —  xZ)  =  o,     2  (jcY  — ^X)  =  o.  • 

II  Skagit  de  demontrer  que  ces  conditions  entrainent  cell^ 


y 
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que,  pour  tout  d^placement  infiniment  petit  du  systime  ri- 
gide,  la  somme  algebrique  de  tous  les  moments  virtuels  des 
forces  appliquees  soit  nulle,  et  r^iproqaement :  condition 
qui,  d'apr^s  ce  qui  precMe,  s'exprimera  par  T^uaition 

l{XSx'+-YSf-hZSz)  =o, 

dXf  $y^  3z  designant  les  variations  alg&riques  des  coor- 
donn^s  x,  y,  ^,  en  passant  de  la  position  donnee  k  une 
autre  voisine  quelconque,  si  le  corps  est  entierement  libre ; 
et  compatible  avec  ses  liaisons,  s'il  en  existe*  Rappelons- 
nous,  pour  cela,  que  tout  mouvement  infiniment  petit  d'un 
corps  sollde  pent  6tre  regarde  comme  le  r^sultat  de  deux 
autres  :  Fun  de  translation,  par  lequel  un  point  quelconque, 
consider^  comme  li^  an  sjsteme,  passera  de  sa  premiere  a 
sa  seconde  position  \  Tautre  de  rotation  autour  de  ce  point, 
et  qui  peut  ^tre  remplace  par  trois  autres  effectu^s  succes* 
sivement  autour  de  trois  axes  passant  par  ce  point,  en  par- 
tan  t  toujours  de  la  position  occupee  par  le  corps  apres  la 
translation.  Les  sommes  alg^briques  des  variations  des 
coordonnees  de  cbaque  point  dans  ces  divers  mouvements 
seront,  en  negligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 
les  accroissements  dx^  cJy,  dz  relatifs  au  passage  de  la  pre- 
miere position  du  corps  a  la  seconde. 

Le  point  dont  le  d^placement  constitue  le  mouvement 
g^n^ral  de  translation  etant  arbitraire,  nous  cboisirOQS 
pour  cela  Forigine  A  des  coordonnees,  et  nous  d^signerons 
par  fl,  £,  c  les  composantes  de  son  d^placement. 

Soient  a,  €,  y  les  rotations  infiniment  petites  qu'il  faut 
operer  autour  des  axes  des  x^  y^  Zj  supposes  rectangu- 
laires,  pour  obtenir,  comme  nous  I'avons  dit,  la  nouvelle 
^  position  du  corps;  ces  quantites,  consider^es  comme  enti^ 
rement  iud^pendantes,  correspondront  a  toutes  les  posi- 
tions possibles  autour  du  point  fixe.  Si  le  corps  n'etait  pas 
entierement  libre,  il  ne  pourrait  prendre  toutes  les  posi- 
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tions,  et  flc^  6,  y  ne  seraient  plus  enticement  arbitraires ; 
et  il  en  serait  de  m6me  de  a,  ft,  c;  mais  nons  supposerons 
d^abord  que  le  systime  ne  soit  Qullement  gkni  dans  ses 
mouvenentsr  et  puisse  Atre  transport^  dan9*4ine  position 
quelconque. 

Cela  pose,  la  rotation  a  antouc  de  Taxe  AX  fera  yarier 
les  coordonn^  x^  y^  z  d'nn  point  quelconque,  des  quan- 
tiles  respectives  o,  —  az,  H-  ay,  etc.  D^signant  ces  varia- 
tions partielles  par  la  caract^ristique  ^i ,  nous  aurons 
done 

Designant  de  m^me  par  3%^  i^  les  variations  proyenant  des 
rotations  6,  y^  nous  aurons,  en  changeant  les  lettres  x^y^  z 
les  unes  dans  les  autres  suivant  la  loi,  plusienrs  fois  rap- 
peleC) 

Sijr  =  o,     ^,z  =  —  6x,     ^j  j:  =  6  a, 
On  aura  done,  d*apris  ce  qui  precMe, 

^z  =  c  -I-  olX —  Sar, 

et  par  suite 

2  {XSx  +  X8jr  +  iSz)  =  2  (flX  -+-  A  Y  -h  cZ) 

H-  2X  (6x  —  7^)  +  Y(7«  -^az)  -f-  Z(a/  —  gx), 

ou,  en  reunissant  les  coefficients  des  mSmes  indeterminees, 

l{XSx-hYSy-hZiz)  =  aZX'^blY  -{-elZ 

-|-a2(jrZ  —  «Y)  4-  6  2(«X  —  xZ)  +  7X  (xY— rX). 

Or  si  le  corps  est  en  equilibre,  les  coefficients  de  a,  ft,  c,  a,  6,  y 
sont  nuls  (n**  88)  5  et  par  consequent  2  (X^a:-hYd[y -f-Z  (J  z) 
est  nul  pour  tons  les  deplacements  infininient  petits  de  cc 
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corps.  Reciprofjuement  si  cette  demi^re  condition  a  lien, 
il  faiit  que  Je  second  meiubre  soit  nul,  quels  que  soient 
a,  b,  c,  dy  $,  y  I  ce  qui  exige  que  leurs  coefficients  soient 
nuJs  separeioent,  d'ou  resultent  les  six  ^uations  oonoues 
de  I'equilibre.  Ou  conclut  de  la  que  : 

Pour  quun  systeme  rigide  libre,  sollicite  par  des  forces 
quelcotufues,  soit  en  equilibre,  il  est  necessaire  et  suffisant 
que,  pour  tous  les  deplacements  infiniment  petils  tie  ce 
systeme,  la  somme  des  moments  virtaels  des  forces  soit 
egale  h  zero. 

i08.  Considerons  maintenant  un  corps  solide  qui  ne  soit 
pa5enti^renientlibre,etdoQtccrlains  points  soient,  ou  fixes, 
ou  assujettis  a  rester  sur  des  lignes  ou  des  surfaces  fixes ;  et 
supposoDS  des  forces  en  equililibre  sur  un  pareil  sysi^me. 
Les  surfaces  m\  lignes  Bxcs  nc  jiouiTOnt  produitc  que  des 
forcts  qui  leur  seront  uornialt's,  et  les  points  fixes  pourront 
en  prodiiire  dans  des  directions  tpielconques.  Or,  si  Ton 
introduisait  ccs  diff^rentes  forces  inconnues,  I'^quilibre 
aurait  lieu  cntre  elles  el  les  proposres,  en  supposant  ce  sys- 
leme  eniieremeul  libre;  et,  jiar  enosequent,  il  est  n&es- 
saireet  suffisant  pour  Tequillbre  tjue  la  somme  des  mo- 
ments viriuels,  taut  des  forces  donnees  que  des  nouvelles 
forces  introduites,  soil  nulle  pour  tous  les  deplacemeuls 
possibles  du  systeme  considere  comme  libre.  Mais  si  Ton 
cboisit  seuleraent  les  deplacements  compatibles  avec  les 
liaisons  donnees,  les  moments  virtuels  seront  evidemment 
nuls  pour  cbacune  des  forces  inconuues,  et  par  consequent 

La  somme  des  moments  virtuels  des  forces  donnies 
sera  nulle  pour  tons  les  deplacements  du  corps  qui  sont 
compatibles  avec  ses  liaisons. 

109.  Memarqite.  —  Si  ua  systeme  de  forces  appHquees  n 
un  corps  solide  libre  n'est  pas  en  equilibre,  mais  pent  se 
rcduire  a  une  force  unique,  le  moment  virtuel  de  cette 
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resultante  sera  egal  h  la  somme  de  ceux  des  compo- 
sanies.  Car  il  y  aurait  equilibre  en  introduisant  une  force 
egale  et  opposee  a  la  resultante*,  la  somme  des  moments 
serait  done  nulle  :  et  commecelui  de  la  force  introduite  est 
^al  et  de  signe  contraire  a  celui  de  la  resultante,  il  s'en- 
suit  que  ce  dernier  est  egal  a  la  somme  de  ceux  des  forces 
donnees. 

R^iproquement,  si  la  somme  des  moments  viriuels  des 
forces  donnees  est  nulle  j^our  tous  Ics  deplacements  com- 
patibles avec  les  liaisons,  le  syst^me  sera  en  equilibre. 

En  cfTet,  supposons  qu'il  n'y  soit  pas  et  que  sous  Taction 
de  ces  forces  il  prenneun  certain  mouvement.  On  pourra,  en 
introduisant  de  nouvelles  liaisons,  s'il  est  necessaire,  ren- 
dre  ce  seul  mouvement  possible,  par  exemple  en  fixant 
les  courbes  decrites  par  les  differents  points,  et  assujettis- 
sant  ces  points  a  ne  pas  les  tjuitter.  Ces  nouvelles  liaisons 
n^emp&cheront  pas  le  mouvement  d' avoir  lieu;  et  par  con* 
sequent  dans  la  supposition  ou  nous  nous  sommes  places  il 
fau t  admettre  que  les  forces  donnees  ne  seron t  pas  eaequi  libra 
malgre  Tintroduction  de  ces  nouvelles  liaisons.  Or,  si  cela 
est,  on  pourra  introduire  une  force  qui  mettra  le  systemo 
en  Equilibre;  car  il  suflGrade  la  faire  agir  suivaut  la  tan- 
gente  a  la  courbe  decrite  par  un  quelconque  des  points,  en 
sens  contraire  du  mouvement  de  ce  point,  et  avec  une  inten- 
sity egale  a  celle  que  produirait  un  obstacle  fixe  oppos^  en 
ce  point  sur  la  courbe.  Mais  Tequilibre  ayant  lieu,  la 
somme  des  moments  viriuels  des  forces  donnees,  et  de  cette 
demiire,  devrait  fetre  nulle,  pour  le  deplacement  en  ques- 
tion; etcomme  le  moment  de  la  derniere  force  n'est  pas 
nul,  puisque  le  deplacement  est  dans  sa  direction  m^me,  la 
somme  des  moments  des  forces  donnees  ne  serait  pas  nulle  *, 
ce  qui  serait  contraire  a  Thypothese.  II  ne  pent  done  y 
avoir  aucun  mouvement  si  la  somme  des  moments  des 
forces  est  nulle  pour  tous  les  deplacements  compatibles  avec 
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les  liaisons  du  systeme.  On  peut  done  enoncer  la  proposi- 
tion suivante  : 

Lorsquun  corps  solide  nest  pas  entierement  libre,  il 
est  necessaire  et  suffisant  pour  qu'il  soil  en  equilibre,  que 
la  somme  algebrique  des  moments  *virluels  des  forces 
qui  J  sont  appliquees,  soil  nulle^  pour  tous  les  deplace'- 
ments  infiniment  petits  compatibles  ayec  les  liaisons 
donnees. 

HO.  Remarque.  —  Le  cas  d'litoe  droite  rigide  dont  les 
difierents  points  sont  sollicites  par  des  forces  quelconques, 
rentre  dans  le  cas  general  qui  vient  d'etre  Iraite  et  par-con- 
sequent les  m6mes  conclusions  s'y  appliquent.  Rien  ne  serait 
plus  facile  d'ailleurs  que  de  le  traiter  direclement.  On  com- 
mencerait  par  remplacer  loute  force  appliquee  en  un  point 
quelconque  de  la  droite,  par  deux  autrer  paralleles  appli- 
quees  a  ses  extremites,  ce  qui  n'altererait  pas  la  somme 
des  moments  virtuels.  On  remplacerait  ensuite  par  une 
seule  force  toutes  celles  qui  sont  appliquees  a  chacune  des 
extremite^,  ce  qui  n'altererait  pas  la  somme  des  moments 
virtuels.  La  demonstration  s'acheverait  alors  sans  difficulte, 
puisque  ces  deux  forces,' en  y  comprenant  les  resistances 
des  surfaces  .ou  lignes,  s'ily  en  a,  devront  fetre  egales  et  di- 
reclement opposees. 

111.  Exemple  d'un  systeme  flexible •  —  Considerons 
maintenant  un  fil  flexible  et  inextensible  assujetii  a  passer 
par  un  point  fixe  sur  lequel  il  peut  glisser. 

Nous  avons  vu  qu'un  fil  qui  n'eprouve  que  des  resis- 
tances normales  en  tous  ses  points,  except^  a  ses  deuXviextr^ 
mites,  a  partout  la  m£me  tension,  et  que  par  cons^uent 
les  deux  forces  qui  y  sont  en  equilibre  sont  ^ales  et  tendent 
a  le  mouvoiren  sens  contraire. 

Ce  cas  general  renferme  celui  ou  le  fil  passe  sur  des  sur- 
faces   qui  ne  produisent  aucun  frottement,  ou  dans  des 
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anneauX)  ou  par  des  points  fixes  :  ct  dans  la  reality  ces 
deux  derniers  cas  rentrent  dans  le  preiliier.  Ainsi  dans  la 
question  qui  nous  occupe,  les  deux  forces  en  equilibre  sur 
le  fil  sont  ^gales,  et  tirent  le  fil  en  sens  contraires. 

Or  la  liaison  des  deux  points  extremes  ou  sont  appliquees 
les  forces  consiste  en  ee  que  le  fil  soit  toujours  tendu,  sans 
quoi  il  n'y  aurait  aucune  action  transmise  par  lui,  et  au-* 
cune  liaison  entre  les  deux  extremites.  Nous  prendrons 
done  comme  condition  des  deplacements  virtuels)  que  la 
somme  des  distances  des  deux  points  extremes  du  GX  au 
point  fixe  sur  lequel  il  pent  glisser,  soit  constante. 

En  entendant  de  cette  maniere  la  liaison  des  deux  points 
extremes,  les  projections  des  deux  parties  du  fil  sur  lears 
directions  avant  le  deplacement  virtuel  donneront  done 
aussi  la  m&me  somme,  aux  infiniment  petits  du  second  or- 
dre  pr^s  ^  et  par  consequent  les  projections  des  deplace- 
ments virtuels  des  extremil;^  sur  ces  m^mes  directions  se- 
ront  ^gales,  ^n  negligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  et  de  plus  seronrdirig^es  d'une  maniere  difierente 
par  rapport  aux  deux  forces.  D'oii  il  suit  que  la  somme  des 
moments  Virtuels  de  ces  forces  sera  nulle  pour  tout  depla- 
cement compatible  avec  les  liaisons. 

R^iproquement  si  cette  derniere  condition  etait  rem- 
plie,  les  forces  seraient  egales  et  tendraient  a  faire  mouvoir 
le  fil  en  sens  contraire;  il  y  aurait  done  equilibre. 

Remarque.  — Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique 
aux  cas  ou  le  fil  passerait  par  plusieurs  points  fixes,  et  sur 
des  courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes. 


Demonstration  gin6rale  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

112.  Nous  commencerons  par  definir  avec  precision  le 
syst^me  sur  lequel  les  forces  donnees  sont  en  equilibre. 
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Ce  systime  peut  6tre  compost  de  parties  rigides  d'une 
etendue  finie,  ou  coVps  solides,  et  de  points  sans  etendue 
sensible.  Ces  points  ou  des  points  particu tiers  des  solides 
peuvent  ^tre  li^s  les  uns  aux  autres  par  des  droites  inflexibles 
et  inexiensibles,  ou  par  des  fils  flexibles ;  ils  peuvent  £tre 
assujettis  a  rester  sur  des  surfaces  ou  des  courbes  fixes  ou 
mobiles,  sans  resistance  tangentielle.  Les  corps  faisant  par- 
tie  du  systeme  peuvent  toucher  et  presser  suivaut  la  direc- 
tion de  la  normale  commune  d'autres  corps  mobiles  et 
faisant  aussi  partie  du  systeme,  ou  des  corps  fixes  dans  Tes- 
pace.  Enfin  les  surfaces  de  corps  appartenant  au  systeme, 
peuvent  ^tre  assujetties  h  passer  par  des  points  fixes,  sur 
lesquels  elles  peuvent  librement  glisser. 

Cela  pose,  des  forces  quelconques  etant  supposees  appli- 
quees  a  des  points  d^un  pareil  systeme,  il  s'agit  de  de- 
montrer  que  pour  tout  d^placement  virtuel,  c'est-a-dire 
compatible  avec  les  liaisons,  la  jsomme  des  moments  vir- 
tuels  infiniment  petits  est  egale  a  z^ro^  et  reciproquement. 

Soil  M  un  point  quelconque,  auquel  sont  appliqu^es  des 
forces  donnees  P,  Q,  R, . . . .  Soient  F,  F', . . .  des  actions 
exercees  sur  M  par  d^ autres  points  M,  M',...  du  systeme  et 
dirigees  suivant  mm\  mm!\...  ]  ces  forces  seront  inconnues 
si  elles  proviennent  de  la  liaison  des  points  par  des  droites 
de  longueur  constante;  et  si  ce  sont  des  actions  mutuelles 
dont  la  loi  soit  donnee,  elles  pourront  s^ex primer  en  fonc- 
tion  des  coordonnees  de  ces  points,  et  nous  les  regarderons 
comme  reufermees  dans  les  forces  P,  Q,  R.  Enfin,  soit  N  la 
force  normale  produite  sur  le  point  M  par  la  resistance 
d'une  surface  fixe  ou  mobile,  sur  laquelle  il  soit  oblige  de 
rester.  En  introduisant  toutes  ces  forces,  le  point  M  pourra 
etre  considere  comme  libre;  et  s'il  est  en  equilibre,  la 
somme  des  moments  virtuels  sera  uulie,  pour  tout  deplace- 
ment  infiniment  petit,  et  par  consequent  pour  tons  ceux 
qui  seront  compatibles  avec  les  liaisons  donnees.  En  en- 
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teiidant  ainsi  ces  deplacements,  on  aura 

(0     1 


la  caract^ristique  di  d^signant  la  variation  correspondante 
aujleplacement  du  point  m  seulement. 

On  aura  des  equations  analogues  pour  chacun  des  autres 
points.  Considerons  ceux  qui  fournissent  des  lermes  dans 
I'equation  (i).  Dans  Tequation  relative  au  point  m\  le 
terme  introduit  par  Faction  de  m  sera  F^j  (mm') ,  (Jj  d^si- 
gnant  la  variation  relative  au  deplacement  de  ni'  seul, 
m  restant  fixe.  De  sorte  que  par  I'addition  de  I'equation  (i) 
et  de  cette  seconde  ,  les  deux  termes  renfermant  F  se 
reduiront  a  ¥d{mm^) ,  3  designant  la  variation  de  la  dis- 
tence  mm'  quand  les  deux  extremites  se  deplacent  pour 
parvenir  aux  positions  qu'elles  doivent  avoir  apres  le  de- 
placement  virluel  donnd  au  sysleme  entier.  Or,  d'apr&s 
I'hypoth^se,  mm^  a  une  valeur  constante,  done  d(mm') 
est  nul,  et  la  force  F  h'entrera  pas  dans  Tequation  resul- 
tant de  Taddition. 

Nons  n'avohs  fait  ici  aucune  distinction  entre  une  tige 
inflexible  et  un  fil  flexible  restant  rectiligne  et  de  longueur 
constante.  Mais  s'il  s'agissait  d'un  fil  passant  par  un  point 
♦  fixe  sur  lequel  il  pourrait  glisser,  ou  qui  pourrait  glisser 
sur  lui,  les  deux  parties  rectilignes  ne  seraient  plus  con« 
'Stantes,  mais  leur  somme  le  serai t.  Les  projections  des 
espaces  parcourus  par  les  deux  extremites  sur  les  directions 
respectives  des  fils  seraient  encore  egales,  ainsi  que  les 
deux  forces  provenant  de  la  resistance  du  fil  :  leurs 
moments  virtuels  seraient  encore  cgaux  et  de  signe  con- 
traire,  et  disparaitraient  encore  dans  laddition  des  ^na- 
tions. 

Supposant  done  qu'on  ait  ajoute  les  equations  analogues 

I.  i4 
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a  (i)  et  relatives  a  lous  les  points  du  systime,  toates  les 
forces  F,  F'  auront  disparu.  Voyons  ce  que  deviennent  les 
moments  qui  proviennenl  des  forces  N. 

Si  la  surface  qui  produit  la  force  normale  N  est  fixe,  le 
d^placement  du  point  d'application  s^cfTectuant  sur  cette 
surface  m^me,  dn  sera  nul,  le  moment  N3n  sera  nul;  et 
il  en  sera  de  m&me  de  tous  ceux  qui  proviendront  de  la*  Re- 
sistance de  surfaces  fixes. 

Si  la  surface  est  mobile,  dn  ne  sera  plus  nul,  et  le  mo- 
ment Ndn  restera  dans  Fequation  (i).  Mais  le  point exerce 
sur  la  surface  une  reaction  egale  et  opposee,  dont  le  mo- 
ment virluel  serait  par  consequent  — Nin,  Or  le  corps 
solide  dont  la  surface  produit  la  force  N,  doit  etre  en  ^qui- 
libre  au  moyen  de  toutes  les  forces  exterieures  qui  y  aont 
appliqu^es,  et  parmi  lesquelles  il  faut  compter  la  reaction 
du  point.  Done,  d'apres  ce  que  nous  avons  vu  precedem- 
ment^  la  somme  des  moments  virtuels.de  toutes  ces  forces 
est  nulle,  et  dans  cette  equation  se  trouvera  le  terme 
-;— Ndn;  de  sorte  que  dans  la  somme  des  Equations  les 
deux  termes  renfermant  N  se  detruiront,  et  cette  force  iia- 
connue  disparaitra.  II  en  serait  de  m^me  pour  tous  les 
points  assujeltis  a  rester  sur  des  surfaces  mobiles.  ELnfin,  il 
pent  arriver  qu'un  des  corps  du  syst^me  soit  en  contact 
avec  un  autre,  d'ou*resultent  des  pressions  normales,  egales 
et  oppos^es.  Nous  prendrons,  dans  ce  cas,  comme  condi^  • 
(ion  que  les  deux  surfaces  res  tent  tangentes  apres  leur  d6» 
placement.  Alors  le  plan  tangent  commun  ne  pouvant^ 
s'incliner  que  d'un  angle  infiniment  petit  sur  sa  premiere 
position,  les  deux  points  en  contact  peuvent  &tre  conside- 
res  apres  leur  separation  comme  etant  k  une  mfeme  dis- 
tance du  premier  plan  tangent;  distance  qui  devient  nulle 
si  Tune  des  surfaces  est  fixe.  Le  deplacement  virtuel  des 
deux  points  donne  done  une  projection  egale  sur  la  normale 
commune,  et  par  consequent  les  deux  moments  virtuels  des 
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forces  de  pression  sont  egaux  et  de  signes  contraires,  ou 
imls,  et  disparaissent  dans  la  tomme. 

La  m^me  consequence  s^applique  au  cas  ou  la  surface  de 
Tun  des  corps  serait  assujettie  a  passer  par  des  points  fixes 
sur  lesquels  elle  pourrait  libremeut  glisser.  Car  ces  points 
peuvent  6tre  consideres  comme  des  surfaces  infiniment  pe* 
tites,  auxquelles  la  surface  du  corps  serait  assujettie  a  ^tre 
tangente. 

II  resulie  de  cette  discussion  que  dans  la  somme  des  pre« 
miers  membres  des  equations  fournies  par  Tequilibre  des 
diverses  parties  du  sjsteme,  il  ne  reste  que  les  momenta 
virtue! s  des  forcas  donnees  ou  des  forces  mutuelles  exercecs 
par  les  points  les  uns  sur  les  autres,  suivant  des  lois donnees. 

Designant  ces  diverses  forces  sous  le  nom  de  forces  ext^ 
rieures^  pour  les  distinguer  des  forces  inconnues  pro  vena  nt 
des  liaisons )  et  que  nous  appellerons  intirieures^  les  con- 
sequences precedentes  cbnduisent  k  cette  proposition  g^ 
nerale  : 

LorsqvUun  sjstmie  assujetti  a  des  liaisons  quelconques, 
du  genre  de  celles  que  nous  avons  difinieSy  est  en  equdibrey 
sous  r action  de  forces  exterieures  quelconques^  la  somme 
des  moments  virluels  de  ces^orces  est  nulle  pour  tout  de^ 
placement  infiniment  petit  compatible  avec  les  liaisons  du 
systeme. 

H3.  Reciproque,  —  La  reciproque  de  celte  proposition 
est  vraie,  c'est-a^dire  que  si,  pour  tons  les  deplacements 
infiniment  petits  compatibles  avec  les  liaisons,  la  somme 
ties  moments  virtuels  est  nuUe,  le  systemeest  en  equilibre. 
En  efiet,  s'il  n'y  euit  pas,  il  prendrait  un  mouvement  de- 
termine, et  chaque  point  decrirait  une  certaine  ligne  en 
vertu  des  forces  donnees  et  des  liaisons^*  Quelles  que  soient 
ces  lignes,  on  ne  changera  rien  au  mouvement  en  introdui- 
santde  nouvelles  Jiiaisons  qui  ne  permettraient  au  sysleme 

14. 
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que  de  prendre  le  mouvement  mime  qu'il  prend,  de  telle 
sorte  que  le  mouvement  d'un  seul  de  ses  points  determine- 
rait  celui  des  autres,  etque  la  fixite  d'un  point  determine- 
rait  celle  des  autres.  Ces  liaisons  etant  supposees  intro- 
duites,  prenons  le  d^placenient  virtuel  suivant  ce  mou- 
vement devenu  seul  possible.  Pour  ce  deplacement,  par 
hypothese,  la  somme  des  moments  virtuels  sera  uuUe, 
c'est-a-dire  sera  un  infiniment  petit  d'un  ordre  superieur. 
au  premier;  et  le  premier  ordre  sera  determine  en  general 
par  le  deplacement  de  chaque  point.  Si  cependant,  dans 
un  eas  particulier,  quelques  points  d^crivaient  dans  ce 
mouvement  des  espaces  infmiment  {>etits  par  rapport  aux 
autres,  ce  sont  ces  derniers  qu'on  choisirait  pour  determi- 
ner le  premier  ordre.  Maintenant  considerons  un  des 
points  correspondant  a  un  moment  virtuel  infiniment  petit 
du  premier  ordre;  et  empichons  son  mouvement,  par  exem- 
ple  par  un  obstacle  place  sur  la  ligne  qu  il  decrit,  et  qui 
produira  une  force  opposee  au  mouvement  qu'il  tendait  a 
prendre.  Le  point,  et  par  suite  le  systeme,  restera  en  repos, 
et  la  force  introduite  jointe  aux  forces  donn^es  produira 
Tequilibre.  Done,  d'apris  la  proposition  precedente,  la 
somme  des  moments  virtuels  ^era  nulle  pour  le  deplace- 
ment dont  nous  venons  de  parler.  Mais  cela  est  impossi- 
ble, puisque  le  moment  virtuel  de  la  force  introduite  est  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  que  la  somme  des 
mitres  est  par  hypothese  nulle,  ou  d*un  ordre  superieur  au 
premier.  On  arrive  done  a  une  contradiction  en  supposant 
que  des  forces  ne  soienr  pas  en  equilibre  sur  un  systeme 
pour  lequel  la  somme  des  moments  virtuels  est  nulle  pour 
tons  les  deplacements  infiniment  petits  compatibles  avec 
les  liaisons. 

On  pent  done  en  oncer  ce  principe  general  : 
«  Lorsqu'un  systeme  de  points,  soitlibres,  soit  assujettis 
a  des  liaisons  quelconques,  telles  que  nous  les  avons  defi- 
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niesy  est  sollicite  pardes  forces  quelcoiiques,  il  est  neces^ 
saire  et  suflisant  pour  qu'il  y  ait  equilibre  que  la  somme 
des  moments  virtuels  des  forces  ex lerieures  agissant  sur  le 
syst^me,  soil  iiulle  pour  tout  deplacement  inGnimeut  petit 
compatible  avec  les  liaisons.  » 

C'est  en  cela  que  consiste  ce  qu'on  appelle  le  pn'ncipe 
des  vitesses  "virluelles, 

114.  Deux  sysl&mes  de  forces  appliquees  a  des  points  lies 
entre  eux  d'une  maniere  qUelconque,  sonl  dits  eqiwalents 
lorsqu'ils  pourraient  etre  detruits  separement  par  les 
memes  forces  \  et  il  est  clair  que  la  m6me  propriete  ne  se 
conserverait  pas  en  general,  si  la  nature  des  liaisons  clian- 
geait.  Or  il  resultc  du  principe  des  vitesses  virtuelles  que 
la  somme  des  moments  virtuels  de  deux  systemes  Equiva- 
lents est  la  meme,  puisqu'elle  est  egale  et  de  signe  contraire 
a  une  m^me  somme. 

Si  deux  systemes  peuvent  etre  detruits  separement  par 
un  troisi^me,  il  est  evident  que  tout  autre  systime  qui  de- 
truirait  Fun  des  deux  detruirait  Tautre,  puisque  la  somme 
de  leurs  moments  virtUels  serai t  la  m^me,  en  vertu  de  la 
premiere  condition.  Reciproquement,  si  la  somme  des  mo- 
ments virtuels  de  deux  systemes  est  la  meme,  ils  feraient 
evidemment  equilibre  aux  m^mes  systemes. 

115.  Pour  exprimer  cette  proposition  generale  par  une 
formule  algebrique,  designons  par  P,  Q,  R  les  intensites 
des  diverses  forces  appliquees  aux  points  du  syst&me,  el 
par  p^  ^,  7', .  . . ,  les  distances  de  ces  points  a  des  points  fix(^ 
pris  sur  les  directions  m^mes  de  toutes  les  forces  ou  sur  les 
directions  contraires  :  la  condition  d' Equilibre  sera  expri- 
mee  par  Tequation 

P^/?-|-Q^«7-|-R^/--|-.  . .  =o, 

(2)  \       ou 

lVSp:=z  O, 
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la  somme  2  se  rapportaut  a  toutes  les  forces  exterieures, 
c'est^a-dire  a  celled  qai  ne  provientient  pas  des  Raisons  du 
systime. 

Si  Ton  remplace  chacune  des  forces  par  ses  composantes 
parall^les  aux  axes  X^  Y,  Z,  et  qu'on  se  rappelle  la 
formule 

d^momree  gen^rale  (n^  1(M ),  en  tenant  compte  des  signes 
de  X,Y,  Z,  x^j^  Zy  r^quatiou  (2)  potirra^re  remplacee 
par  la  suivante  : 

(3)  2(X^a?-hY*^-f-ZJa)  =  o. 

Nous  allons  voir  comment  cette  equation  peut  donner 
les  conditions  de  I'equilibre  d^un  systime  quelconque* 

Supposons  d'abord,  comme  on  le  fait  ordinairement, 
que  les  liaisons  du  syst<eme  puissent  ^tre  exprim^es  par  des 
equations  en  ire  les  coordonnees  de  ses  differentt  point8» 
et  soient 

L  =  o,     L'=:o,     L^sro,..., 

n  equations  donn^es  en  ire  les  coordonnees  des  m  points  qui 
composent  le  systeme  \  les  variations  de  ces  coordonnees 
satisferont  aux  equations 

dL  ^  dL  ^         rfL  ,         rfL  ,   , 

dx  dy     '^         dz  da^ 

dV  ^         dV  ^         dV  ^        dL'      , 

(4)  {^^"-^-^^^-^lir^^-^^^'-^--^^' 

dV  ^         dlf  ,         dV  ,        dX/  ^     - 
dx  dy  dz  dx' 


Si  Ton  lire  de  ccs  n  equations  la  valeur  de  n  variations 
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el  qu'on  les  reportedans  Inequation  (3),  elle  en  renfermera 
encore  "im  —  n^  qui  seront  enti^rement  i  n  deter  mi  nees.  Et 
comme  cette  equation  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  depla- 
cements  qui  satisfont  aux  conditions  du  systeme,  elle  sera 
satisfaite,  quelque  valeur  que  Ton  donne  a  ces  indetermi- 
nees  \  ce  qui  exige  que  les  coefficients  de  chacune  d'elles 
soient  nuls  separement.  On  aura  aiusi  3  m  —  n  ^nations, 
necessaires  et  suffisantes  pour  Fequilibre.  En  les  joignant 
aux  71  equations  donuees,  on  aura  un  nombre  d^ equations 
egal  au  nombre  des  coordonnees  des  points  du  systime. 

Klles  pourront  servir  a  determiner  les  positions  d'un 
certain  nombre  de  points  d'application,  ainsi  que  les  gran- 
deurs et  les  directions  d'un  certain  nombre  des  forces,  de 
mani^re  a  ce  que  I'equilibre  ait  lieu. 

Uelimination  de  n  variations  entre  les  equations  (3) 
et  (4)  pent  s'effectuer  de  diflerentes  manieres  :  on  pourrait 
tirer  leurs  valeurs  des  n  ^nations  (4)  et  les  substituer 
dans  Tequation  (3),  puis  egaler  a  zero  les  coefficients  des 
3  m  —  n  restantes.  Mais  il  vaut  mieux  multiplier  les  equa- 
tions (4)  par  des  facteurs  indetermines  X,  X',  i",  etc.,  puis 
les  ajouter  a  Tequation  (3).  On  egalera  ensuite  a  zero  les 
coefficients  des  n  variations  qu'on  voudra  eliminer;  ce  qui 
determinera  X,  X',  V',  etc.,  et  enfin  on  egalera  a  zero  les 
coefficients  des  autres  variations.  On  voit  done  qu^apres 
avoir  ajoute  toutes  les  equations,  on  devra  annuler  separe- 
ment les  coefficients  des  3m  variations^  n  de  ces  Equations 
determineront  X,  X',  X",  etc.,  et,  en  substituant  leurs  valeurs 
dans  les  autres,  on  aura  les  conditions  d'equilibre  da  sys* 
t^me. 

116.  L'avantage  de  cette  methode  n'est  pas  d'abr^ger  le 
calcul,  mais  de  faire  connaitre  les  efforts  produits  par  les 
liaisons,  et  les  forces  qui  pourraient  remplacer  les  ^ua* 
tions  qui  expriment  ces  liaisons. 
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£n  effet,  les  3m  equations  auxquelles  on  parvient,  soiit 


(5) 


dx 
dL 


y 


dV 
dx 


r 


dJ£ 
dx 


I 
\  X' 


Y' 


Z' 


dL  dV  dL^ 

.dL  dV  dV^ 

^5?"^^  ^"^^    dz' 


=  o 


^  :7-  -h  V  -—  -H  V  -— -  H- . . .  =  o, 
dy  dy  dy 

^dL       ^,dL'       ^„dL" 
cLz  az  az 

,  dL       ^,  dV       ^„  dU' 


=  0, 


=  o 


Or  ces  Equations  seraient  les  m^mes,  si  les  equations  L  :=  o, 
L'=  o,  etc, 5  n'existaient  pas,  c'est-a-dire  si  tous  les  points 
etaieiit  libres,  el  qu'on  appliquat  au  point  M  une  force  ayant 
pour  composantes 

dL  dL       ^dL      .,dL' 

^ZfZ^      *"'JZ^     ^3/7'     ^TTT'"*' 
dx  ay  az  ax 

au  point  M'  une  force  ayant  pour  composantes 

dL  dL         dL  dV 

^^''      ^^''     ^5?'     ^S^'"*' 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Quant  a  la  direction  de  ces  forces,  en  ne  considerant 
d'abord  que  celles  dont  les  expressions  renferment  les  deri- 
vees  de  la  fonclion  L,  on  voit  que  celle  qui  est  appliqu^e 
en  M  est  normale  a  la  surface  dont  Tequation  serait  L  =  o, 
en  ne  regardant  que  x,  y^  z  comme  variables.  Celle  qui 
est  appliquee  en  M'  est  normale  a  la  surface  dont  T  equation 
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serait  L  =  o,  mais  dans  laquelle  a/,  j' ^  J  seraient  seules 
vapables,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  points. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  Tequation  L  =  o  peut 
se  dire  de  toutes  les  autres ;  et  dis  qu'on  aura  determine, 
comme  nous  Tavons  dit,  les  valeurs  de  X,  X',  V^  etc.,  on 
connaitra  les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  dontles 
diverses  liaisons  tiennent  la  place,  et  qui  r^iproquement 
pourraient  remplacer  ces  liaisons. 

Cas  oh  L,   L', . . .  ,   ne   dependent  pas  seulement 

des  coordonn^es. 

117.  Nous  avons  suppose  que  les  Equations  L  =  o,  etc., 
qui  expriment  les  liaisons  des  points  du  systeme,  ne  ren- 
fermaient  de  variables  que  les  coordonnees  de  ces  points, 
de  quelque  nature  qu'elles  soient.  Mais  il  pourrait  arriver 
que  les  equations  de  condition  fussent  d'une  autre  forme, 
me  me  quand  elles  seraient  reductibles  a  celle-la,  et  il  est 
possible  aussi  qu'elles  n'y  soient  pas  reductibles. 

Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  supposons  que 
le  point  dont  les  coordonnees  sont  x,  y^  z  soit  assujetti 
a  rester  sur  une  surface  engendr^e  par  une  courbe  mobile 
dont  les  deux  equations  sont 

a  etant  un  parametre  variable  qui  determine  cbaque  gene- 
ra trice  de  la  surface,  et  qu'il  faut  eliminer  entre  ces  deux 
^nations  pour  avoir  celle  de  cetie  surface. 

Si  I'on  faisait  Telimination  de  a,  on  rentrerait  dans  le 
cas  precedent  \  mais  si  on  ue  peut  pas,  ou  si  on  ne  vent  pas 
la  faire,  on  peut  s'en  dispenser.  En  effet,  pour  passer  du 
point  donne  x^.y^  z  a  un  point  infiniment  voisin  de  la 
surface,  il  faut  d'abord   augmenter  Va  qui  s'y  rapporle 


\ 


ai8  LIVKE    F. 

d'une  qaanlite  infiniment  petite  $a  pour  passer  a  une  ge- 
neratrice  voisiiie;  et  changer  x^jr^zenx-h  ix,  j^+  iy^ 
z  +  iz^  en  exprimani  que  ces  nouvelles  coordonnees  sa- 
tisfont  aux  Equations  de  la  nouvelle  generatrice  :  ce  qui 
donne,  en  retranchant  les  equations  deux  i  deux, 

dY  ^        d?  ^        d?  ^        dY  ^ 
dx  dy  at  da 

df  ^  df  ^  df  ^         df  ^ 

dx  dy  dz  da 

On  aural t  ainsi  deux  equations  au  lieu  d'une  entre  les 
variations ;  mais  aussi  il  y  a  de  plus  la  variation  ia^  ce 
qui  laisse  le  m&me  nombre  de  variations  arbitraires.  On 
rentrerait  dans  le  premier  cas  en  eliminant  ia  entre  les 
deux  dernieres  equations. 

118.  Donnons  maintenant  un  exemple  du  cas  ou  les 
liaisons  ne  pourraient  etre  exprimees  par  des  equations  ou 
les  coordonnees  des  points  seraieilt  les  seules  variables. 

Supposons  que  certains  points  du  syst^me  soumis  a  Tac- 
tion de  forces  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',  etc.,  soient  assujettis 
seulement  a  rester  sur  une  surface  de  forme  donn^e,  entie- 
rement  libre,  sur  laquelle  ils  peuvent  glisser  en  tons  sens. 
L' equation  de  cette  surface  par  rapport  a  des  axes  qui  lui 
seraient  invariablement  lies,  est  donnee;  et  on  i'pbtiendra 
par  une  transformation  de  coordonnees,  rapport^e  aux  axes 
donnes.  On  aura  de  cette  mani^re  une  ^nation  entre  les 
coordonnees  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  surface, 
et  six  param^tres  variables  avec  la  position  de  cette  surface, 
et  qui  seront  les  trois  coordonnees  a^  &,  c  du  point  pris 
pour  Origine  des  axes  mobiles,  et  trois  angles  <f ,  9,  ^  qui 
d^terminent  leurs  directions: 

Soit 

F(.r,  y,  z,  rt,  6,  r,  (p,  e,  4^)  =  o 
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ceite  equation.  U  s'agit  de  trouver  les  reUtio&s  cpii  en  r^ 
salient  entre  les  d^placements  virtuels  dx,  dy^  dz^  dx[^ 
dj\ . . . ,  des  points  assujettis  a  rester  sur  cette  surface^  dans 
toutes  les  positions  infiniment  voisines  de  celle  qui  corres- 
pond a  Tequilibre.  Or  les  coordonnees  or,  j*,  z^  apris  k\xe 
deyenues  x  H-  dx ,  y  +  3j^  z  +.  dz^  doivent  satisfaire  a 
Tequalio^  de  la  surface  dont  les  parametres  sont  devenus 
a -4-  <Jfl,  b  -f-  db^, . . ,  et  Ton  aura  par  consequent,  en  re- 
tranchant  les  deux  equations, 

^F^         ^F,         dY  ^        dF  .         dF  ^,       dF  ^ 
djt  dy  dz  da  do  dc 

dF  dF  dF 

On  aura  de  m&mepour  la  point  a/,  j^,  x' 

dF  ^   ,       rfF      "       rfF  ,  ,       ^F'  dF'^ 

djc'  dy  dz  da  do 

^      ,     ^  ^F'    dF'        j.^.       ^  ^    dF    dF 

en  entendant  que  -^  ?  --rr  ne  diiierent  de  —  >  -^7-  que  par 

le  changement  de  x,  j^  z  en  xf  ^y^  J . 

On  agirait  de  meme  pour  tons  les  points  assujettis  a  Tes- 
ter sur  la  m^me  surface. 

Cela  pose,  soient  X,  (x,  v,. . . ,  les  divers  facteurs  par  les- 
quels  on  multipliera  ces  equations,  pour  les  ajouter  a  celle 
des  vitesses  \irtuelles,  d'apres  la  m^thode  precedente^  en 
egalant  a  z^ro  les  coefficients  des  variations  ^'x,  ijy  Sz^ 
$xf^ . . . ,  day  $by .  . . ,  on  aura  d^abord 

dW  dF  dF 

X-+-X— =  0,      Y^-)iJi  =  o,      Z-h^^  =  o, 
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en  supposant  que  x,  j",  z, .  • . ,  n'entrent  pas  dans  d'autres 
equations ;  sans  quo!  on  ajouterait  les  termes  qui  en  pro- 
viendraient  aux  precedents.  Et  Ton  aura  en  outre 

,  dF         dr         rfF" 
(7)  ^,^F  d¥'         d¥" 


Les  equations  (6)  font  voir  que  les  forces  appliquees 
aux  points  a:,  jy  z,  z',  j^,  ^', . . . ,  doivent  elre  normales  a 
la  surface  mobile  :  en  les  combinan*  avec  les  equations  (7), 
on  aurait  par  Telimination  de  X,  fx,  v. . . . ,  les  conditions  de 
Tequilibre  des  forces  appliquees  a  la  surface  mobile. 

Get  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faudrait 
faire  dans  des  cas  plus  compliques. 

Remarques  sur  les  forces  produites  par  les  liaisons. 

H9,Nous  avons  vu  (n**  H6)  quelles. forces  pouvaient 
remplacer  les  liaisons  exprimees  par  les  equations  L  =  o, 
U  =  o, . . . .  Et  chacun  des  points  auxquels  sont  appliquees  les 
forces  donnees,  celles  qui  proviennent  des  liaisons,  donne- 
ront  une  resultante  egale  el  oppos^e  a  celle  des  forces  don- 
nees; mais  il  ne  sufBrait  pas  de  connaitre  les  equations 
L  =  o,. . . ,  pour  determiner  les  diverses  actions  exercees 
entre  les  liens  materiels  qui  unissent  les  points,  parce  que 
les  m^mes  equations  peuvent  etre  I'expression  de  liaisons 
d'espfece  tris-differente;  comme  aussi  les  mftmes  liaisons 
peuvent  s'exprimer  par  un  ensemble  d'equations  tr^s-difSS- 
rentes,  formant  un  syst^me  equivalent.  On  ne  pent  done 
cbercber  a  determiner  les  diverses  reactions  exercees  dans 
les  appareils  qui  ^tablissent  les  liaisons,  que  lorsque  ces 
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appareils  sont  defiiiis  dans  tous  leurs  details^  et  qu'on  ne 
se  borne  pas  a  donner  les  equations  entre  les  coordonnees, 
qui  en  sont  la  consequence. 

Si,  par  exemple,  un  point  est  lie  a  un  point  fixe  par  une 
tige  rigicje,  on  aura  entre  les  coordonnees  x,  y^  z  du  pre- 
mier et  les  coordonnees  a,  &,  c  du  second  1' Equation 

(^  -  «)'  +  (r  —  *)'  -h  (« -  c)^  =  i\ 

I  designant  la  longueur  de  la  ttge.  Mais  on  aurait  aussi  la 
meme  equation  en  assujettissaht  le  point  k  rester  sur  une 
sphere  mal^rielle  ayant  pour  rayon  /et  pour  centre  le  point 
a^  h^  c.  Cette  sphere  pourra  6tre  rendue  immobile  en 
fixant  trois  de  ses  points,  et  Ton  voit  combien,  dans  ces  dif* 
ferents  cas,  seront  difTt^rentes  toutes  les  actions  partielles 
exercecsdans  ces  diirers  appareils,  et  qui  cependant  donne- 
ront  toujours  au  point  mobile  une  resultante  normale  a  la 
sphere  deierrainee  par  T^quation  precedente.  II  serait  su- 
perflu  d'insister  davantage  sur  un  point  aussi  evident. 

120.  Consequence  relative  au  mouvement  geometriqu^ 
(fun  point,  —  Si,  par  suite  de  certaines  liaisons,  un  point 
ne  peut  se  deplacer  que  sur  une  certaine  surface  ou  une 
certaine  courbe  purement  ideale,  on  peut,  d^apres  ce  qui 
precede,  supprimer  toutes  ces  liaisons  et  assujettir  le  point 
a  ne  pouvoir  quitter  cette  surface  ou  cette  courbe  devenue 
materielle.  En  eOet,  il  en  resultera  les  m^mes  relations 
entre  les  deplacements  virtuels  et  les  conditions  d'eqiiilibre 
seront  par  consequent  les  m^mes. 

Ainsi,  sur  un  plan,  le  sommet  d'un  angle  constant  dont 
les  cdtes  passent  par  deux  points  fixes  ne  peut  que  se 
mouvoir  sur  un  arc  de  cercle;  et  s'il  est  soumis  a  Tac- 
tion de  certaines  forces,  il  faudra  que  leur  resultante  soit 
detruite  par  les  resistances  des  points  fixes,  lesquelles 
seront  normales  aux  c6les  de  Tangle  rigide,  s'il  n'y  a  pas 
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de  ffoUement.  Mais  si  Ton  Yeat  faire  abstraction  de  ces 
liaisons,  on  ponrra  snpposer  Fare  de  cercle  rendn  materiel 
et  fixe,  et  le  point  assnjetti  a  ne  ponroir  que  glisser  libre- 
mentsnr  Ini.  Cette  consideration  condnira  pliu  simplement 
a  la  m^me  condition  d^^qnilibre  que  donnerait  Tautre 
mode  de  liaison,  sayoir  que  la  resnltante  soit  normale  an. 
cercle. 

Le  pins  ordinal rement,  on  regarde  comme  e^idente  la 
possibility  de  remplacer  ainsi  les  liaisons  par  la  sorfaceoa 
la  conrbe,  rendue  materielle  et  fixe,  et  qui  n^est  cependant 
qn'une  consequence  purement  g^ometrique  de  liaisons  d*un 
autre  genre;  et  Ton  fait  servir  ce  principe  a  la  demonstra- 
tion m^me  du  principe  des  vitesses  yirtuelles,  dont,  au 
contraire,  nous  venons  de  le  deduire.  Sans  vouloir  trop 
condamner  cette  maniire  de  proceder,  que  nous  avons 
nous-m^me  suivie  quelquefois  autre  part  que  dans  cet  ou- 
trage ,  nous  nous  bornerons  a  dire  que  ce  n'est  qu'apr^ 
mure  reflexion  qu  elle  nous  a  paru  un  peu  hypotbetique. 

Ce  n*est  pas  qu'il  me  paraisse  impossible  d^etablir  ce 
principe,  mais  comme  consequence  et  non  a  priori;  et 
alors  on  aurait  une  exposition  tb^rique  moins  simple  cer- 
tainement  que  celle  que  nous  avons  adopts. 

Application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  d  Ceiiiiilibre 

d'un  fil  flexible. 

121 .  Nous  ne  nous  arr^terons  pas  a  donner  des  applica- 
tions simples  que  cfaacun  peut  si  facilemeni  se  proposer,  et 
nous  nous  bornerons  a  trailer  uu  cas  un  peu  difficile,  cclui 
oA  le  nombre  des  poinls  a  considerer  est  infini. 

L'equation  que  nous  aliens  trailer  depend  du  calcul  des 
variations,  puisque  nous  devrons  considerer  lous  les  poinls 
du  fil  codime  se  deplafanl  infiniment  peu,  el  que  Tiuiegrale 
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qui  exprime  la  somme  des  moments  virtuels  devant  £lre 
nulle,  elle  aura  sa  derivee  nuUe.  II  s'agira  done  de  determi- 
ner la  forme  de  la  courbe  par  la  condition  que  la  variation 
d'une  integrale  definie,  prise  dans  toute  son  ^tendue,  soit 
nulle  en  passant  de  cette  courbe  a  toute  autre  infiniment 
voisine;  pourvu  que  ses  points  n^ient  fait  que  se  deplacer, 
ct  que  les  elements  infiniment  petils  qui  la  composent  aient 
resperiivement  conserve  leur  grandem*.  Or  ce  pix)bleme 
est  du  genre  de  ceux  que  le  calcul  des  variations  a  pour 
objet  de  resoudre. 

Soient  JLdsjYdSy  lids  les  composantes  de  la  force  qui 
sollicite  Fel^ment  ds\  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
donnera  Tequation 

fds{\9x-hYSx  -|-Z^«)  =  o, 

cette  integrale  etant  prise  dans  toute  I'etendue  du  fil,  et 
les  variations  3x,  3jr^  d  z  etant  telles,  que  Fclement  quel- 
conque  ds  conserve  la  m6me  longueur,  c'est-a-dire  que 
Ton  ait 

6ds  =  o,     ou     --  d6x  -f-  --  d^Y  -H  -r-  d9z  zir  o. 

ds  ds  ds 

Cette  equation  a  lieu  pour  tous  les  elements,  et  Ton  a,  par 
consequent,  autant  d'equations  de  condition  que  d'ele- 
ments.  D'aprAs  la  theorie  precedenie,  on  doit  les  multi- 
plier par  des  coefficients  indetermin^s,  variant  de  Tune  a 
Tautre,  et  qui,  par  consequent,  dependent  de  5;  de  sorte 
quVn  peut  les  representer  tous  par  une  fonction  quelcon- 
que  de  5,  que  nous  d^signerons  par  X  \  el,  ensuite,  on  doit 
ajouter  tous  ces  produits  a  la  somme  des  moments  vir~ 
tuels,  puis  egaler  a  zero  les  coefficients  de  toutes  les  varia- 
tions. Cette  somme  sera  une  integrale  prise entre  les  memos 
limites  que  la  premiere,  et  Ton  aura  ainsi  Tequaiion  d  e- 
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quilibre  : 

Xi  8x,  -h  Y,  $Xi  ■+-  Z,  8z,  -+-  X,  ^x,  +  Y,  $r*  +  Z,  ^«, 
££5{X^dr-4- Y^^-HZ^z) 


dz 


^i  y^  ?i  5  ^«  J^s  ^^  etant  les  coordonuees  des  extr^mites,  et 
Xi  Yi  Zi ,  Xj  Yt  Zj  les  composantes  des  forces  qui  y  soiit 
appliquees. 
Mais  on  a 

f\  -r-  dix  =  'k  -r-  ^^  —  f9.rd.\  -—5 
'^      ds  ds  *^  ds 

/^  dz   .  ^  ^  dz  ^  ^-     ^  ^  dz 

\---dSz  =  l-^  Sz—  fizd.\^\ 
ds  ds  '^  ds^ 

Tequation  precedente  devient  done 

['^-(>^),]'--^-(4)>4^-(>i),> 

':^ds  —  d.\^\  ^x-f-  (Yds  —  d.\  ^  Sjr 


izds  —  d,\  -j-j^z 


=  0. 


II  faul  maintenant  egaler  a  zero  les  coefficients  des  varia- 
tions de  tousles  points.  On  devra  done  avoir,  pour  un  point 
quelconque  du  fil, 

dx  df  dz 

i\)    ILds—d.l  —  ^o,  Yds  —  dA^=:zo,  Zds  —  d.\^  =  o, 
'   '  ds  ds  ds 
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et,  pour  les  points  exir^mes, 

''■+('f).=°'  ^■+(4)r«'  ^•+(4)=<- 

Lesequations  (i)  son  I  les  ni^mes  que  celles  du  n'^  94,  dans 
lesquelles  T  est  change  en  — X.  Eliminant  enlre  elles  X,  on 
aura  les  deux  equations  de  la  coiirbe,  et  la  valeur  de  X  s'en- 
suivra.  Les  equations  (a)  feront  connaitreles  grandeurs  et 
les  directions  des  forces  qui  doivent  ^tre  appliqu^es  aux 
extremites. 

On  peut  remarquer  que  I'equalion  pr^edente,  ibumie 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  serait  la  m^me  si 
chaque  element,  au  lieu  d'etre  lie  aus  autres,  etait  entiire- 
ment  libre,  pourvu  que  sa  premiere  extr^mite  fut  soUicitee 

par  les  forces  X  —9  X  —5  X—^  qui  se  reduisenl  a  une  force 

€IS  uS  CIS 

tangenle  egale  a  X,  dirigee  en  sens  contraire  de  Telement, 
etque  la  seconde  extremite  fut  solliritee  par  une  force  tan- 
gen  te  egale  a  X  -f-  <iX,  et  dirigee  suivant  le  prolongemeut  de 
Telement.  D'ou  il  resulle  que  rind^terminee — X  mesure 
en  chafque  point  la  tension  du  fil,  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
qui  a  ^tedit  n**94. 

Remarques  siir  [eqiiilibre  d'un  systeme  quelconque, 

122.  Lorsque  Texpression  2  (X  Jx  H-  Y3y-h  ZSz)  sera 
la  variation  d'une  certaine  fonction  de  x,  j:,  z,  x',  ^', 
4s',etc.,  traitees  comme  variables  ind^pendantes,  Tequation 
donnee  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  moutre  que, 
dans  la  position  d  equilibre,  cette  fonction  est,  en  general, 
un  maximum  ou  un  minimum  par  rapport  a  toutes  les  va- 
I.  i5 
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leurs  qu'ellt*  peul  prendre  lorsque  le  syst^me  subit  un  de- 
placement  infiniment  petit  queleonque,  compatible  avec 
ses  liaisons;  le  minimum  correspond  au  cas  de  requilibre 
instable,  et  le  maximum  au  cas  de  Tequilibre  stable.  Mais 
celte  discussion  nous  ecarlerait  trop  de  notre  objet,  et  nous 
nous  borncrons  a  examiner  le  cas  simple  d'un  systeme 
quelconque  de  points  sollicites  par  des  forces  paralleles, 
proporlionnelles  aux  masses. 

Si  Ton  prend  Taxe  des  z  en  sens  contraire  de  la  direction 
de  ces  forces,  on  aura 

X=ro,     Y=o,     Z=  —  ^dm^ 

dm  designant  la  masse  d'un  quelconque  des  elements,  et  g  le 
poids  de  Tunite  de  masse.  L'expression  2  (X  JxH- Yd^-hZcJ^) 
devient  alors  —  gYidfniz\  et  Tequation  d'equilibre  sera 

ldm$z=:0^     ou     ^Izdrn  =  0'f 

done  ^zdm  est  maximum  ou  minimum.  Mais  ^zdm  est 
c'gal  au  produit  de  la  masse  du  systeme  par  le  z  du  centre 
des  forces  paralleles-,  done  ce  centre  est  le  plus  haut  ou  le 
phis  bas  possible,  lorsque  le  systeme  est  en  equilibre.  Le 
premier  cas  est  relatif  au  minimum  de  Tintegrale  de 
—  g'Ldnidz  ;il  correspond  a  I'equilibre  instable,  et  le  se- 
cond a  Tequilibre  stable.  On  en  voit  un  exemplebien  simple 
dans  Fequilibre  d'un  cylindre  elliptique  pose  sur  un  plan 
horizontal. 

123.  Autre  propriele  de  maximum  ou  de  minimum. — 
SoientP,  P',  etc.,  des  forces  en  equilibre  sur  un  syslAmc 
quelconque;  M,  M',  etc.,  leurs  points  d  application.  Pre- 
iions  a  partir  de  ces  points,  et  sur  la  direclion  des  forces, 
des  longueurs  MiV,  M'N',  etc.,  proportionnelles  a  ces 
forces,  et  designons-les  par  p,  ^',  etc.,  de  telle  sorte  que 
Ton  ait  < 
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Le  theoreme  que  nous  voulons  demonirer  consiste  en  ce 
que  la  somme  p*  -h  p"  -h .  . .  ou  2^'  sera  un  maximum 
ou  un  minimum,  parmi  loutes  les  valeurs  qu'elle  peut 
prendre  lorsque,  les  points  N,  N',  etc.,  restant  fixes,  les 
points  M,  M'j  etc.,  sukissent  un  deplacement  viriuel  quel- 
conque^  compatible  avec  les  liaisons  du  systeme. 

En  eflet,  soient  L  [fig*  3i)  une  position  infiniment  vol- 
sine  que  peut  prendre  le  point  M ;  H  sa  projection  sur  la 
direction  de  la  force  P5  Q  Tangle  PML;   faisons  ML  =  r, 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pour  tous  les 
deplacements  possibles  2P  Jp  =  o  ^  et,  par  consequent,  en 
raulti pliant  tous  les  lermes  par  A, 

(i)  lp^pz=0, 

equation  qui  equivaut  a 

d'ou  il  suit  que  generalement  2p*  sera  un  maximum  ou  un 
minimum  pour  tous  les  deplacements  infiniment  pctits  des 
points  M,  compatibles  avec  les  liaisons  du  systeme ;  car 
c'est  avec  cette  derniere  condition  que  les  $p  sont  entendus 
dans  Tequation  (1). 

Pour  reconnaitre  si  Sp*  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, calculous  e^actement  son  accroissement.  Si  nous  de- 
signons  par  p^  la  valeur  NL  de  p  apres  le  deplacement  vir- 
tuel  arbitraire,  nous  aurons 

p]  =  />'  —  2/?rcos0  -f-r% 
d'ou 

lp]=  Ip-  — nlprcosB  -h  2r'. 

L'accroissement  de  2p*  est  done 

(3)  (J2/>2  =  — -2  2prcos9-h  2r2. 

i5. 
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Or  le  premier  terme  de  cetle  expression  n'csl  autre  chose 
que  —  2  2p  Sp,  puisque  Ton  a 

r  cos  B  =  $p; 

done,  si  Ton  avail  rigoureusement  Fequation  (i),  S^p*  se 
reduirait  a  2r*  qui  est  essentiellement  positive,  d'ou  il  sui- 
vraitque  2/;*  serait  toujours  minimum.  Mais  nous  avons 
fait  remarquer,  dans  la  demonstration  du  principe  des  vi- 
tesses  virtuelles,  que  Sp(Jp  n'etait  pas  generalement  nul, 
mais  infiniment  petit  du  second  ordre  •,  et  comme  2r*  est 
du  m^me  ordre,  les  deux  parties  de  JSp*  sontcomparables, 
et  Ton  ne  pent  rien  dire  d'absolu  sur  le  signe  du  residtat. 
Cependant  on  pent  faire  quelques  remarques  importantes 
a  cet  egard. 

Supposons  d'abordque  iVdp  soit  de  m^me  signe  pour 
tous  les  deplacements  virtuels,  il  faudra  distinguer deux  cas. 

S'il  est  negalif,  les  deux  termes  de  Texpression  (3)  se- 
ront  posilifs,  et,  par  consequent,  2/7*  sera  un  minimum, 
quelle  que  soit  la  valeur  du  rapport  k,  depuis  zero  jusqu'a 
I'infini. 

S'ilestpositif,  la  premiere  parlie  de  52p*  sera  negative, 
et  comme  elle  varie  proportionnellement  a  Ar,  on  pourra 
donner  a  ce  rapport  une  valeur  assez  grande  pour  que  cette 
premiere  partie  Temporte  sur  la  seconde  2r*,  quel  que  soit 
le  deplacement  virtuel,  et  cela  aura  lieu  depuis  cette  Valeur 
de  k  jusqu'a  Fiufini  :  dans  toute  cette  eiendue,  ^p*  sera 
maximum.  II  pourra  arriver  qu'entre  cette  limite  infe- 
rieure  de  /[  et  unc  autre  valeur  plus  petite,  la  premiere 
partiede  (3)  soil  tant6t  superieure,  tant6t  inferieure  a  la 
seconder  entre  ces  limites,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  mi- 
nimum. 

Mais  ce  qui  est  Ires-remarquable,  c'est  que,  dans  tous 
les  cas,  et  lors  m^me  que  2P  J/?  n'a  pas  le  m^me  signe  pour 
tous  les  deplacements  virluels,  on  pent  donner  au  rap- 
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port  A,  et,  par  suite,  aux  longueurs  p^  p\  etc.,  des  valeurs 
assez  voisiues  de  zero  poar  que  la  premiire  partie  de  (3) 
soit  incomparablement  plus  petite  que  Zr*.  II  suffit,  en 
elTet,  de  supposer  que  p^  p*  soient  des  infiniment  petits  du 
premier  ordre,  parce  que  la  premiere  partie  de  Texpres- 
sion  (3)  deviendra  inGniment  petite  du  troisi^me  ordre,  et 
Tautre  n'^tant  que  du  second,  son  signe  pr^vaudra.  D*ou  il 
resulte  queZ/;*  sera  minimum,  puisque  son  accroissement 
sera  toujours  positif.  Cette  derniere  proposition  est  due  a 
M »  Gauss  \  clle  n'est  qu^un  cas  particulier  d'un  theoreme 
que  cet  illustre  geom^tre  a  donne  dans  le  cas  d'un  mouTe* 
ment  quelconque  :  c*est  celui  ou  Ton  supposerait  que  le 
mouvement  se  reduirait  a  zero.  On  peut  dire  aussi  que  ce 
theoreme  est  renferme  dans  la  proposition  precedente,  en 
vertu  du  principe  de  d'Alembert,  dont  nous  parlerons  plus 
tard. 

II  est  bon  de  remarquer  que  ce  n'est  pas  seulement 
dans  le  voisinage  de  A  c=  o  que  Sp'  sera  necessairement  un 
minimum^  il  en  sera  ainsi  depuis  cette  limite  jusqu'a  une 
certaine  valeur  finie  de  A,  pour  laquelle  la  premiere  partie 
de  d!2^*  cessera  d'etre  inferieure  a  la  seconde  pour  tons  les 
deplacements  virtuels. 

On  peut  observer  encore  que  lorsque,  pour  une  valeur 
de  Xr.  Ytp'^  sera  maximum,  il  suffirait  de  porter  les  quan- 
liles  p  dans  le  sens  oppose,  pour  que  2/;*  devint  minimum ; 
car  alors  cos 9  cbangerait  de  signe  sanscbanger  de  valeur, 
et  les  deux  parties  de  cJ2/[?*  seraient  positives.  II  y  aurait 
done  minimum  en  consid^rant  cette  meme  valeur  de  A  avcc 
le  syst^me  des  forces  egales  el  contraires  aux  premieres,  et 
qui  seront  en  equilibre  en  v.erlu  du  principe  des  vitcsses 
virtuelles. 
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GHAPITRE  X. 

APPLICATION  DE  LA  THfiORIE  DES  FORCES  PARALLfeLES 

AU  CAS  DE  LA  PESANTEUR. 


^  Considerations  ginirales  sur  la  pesanteur  et  les  centres 

,  de  graviie. 

124.  Tous  les  corps  abandonnes  a  eux-m^mes  prennent 
un  mouvement  vers  I'inlerieur  de  la  terre,  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  a  la  surface  des  eaux  tranquilles,  et 
qu'on  nomme  verticale,  S'ils  sonl  retenus,  ils  exercenl 
une  pression  sur  Tobstacle  dans  la  m^me  direction.  Par 
exemple,  si  un  corps  est  suspendu  par  un  fil,  ce  CI  prend 
une  direction  verticale  \  et  si  Ton  detache  le  corps,  il  tombc 
suivant  le  prolongement  de  cette*  droite.  L'experience 
montre  de  plus  que  ce  fil  est  tire  parle  corps  qu'il  soutient, 
sans  interruption,  et  avec  une  intensite  constante  dans  le 
m^me  lieu. 

On  pent  done  admettre  que  tous  les  corps  sont  sollicites 
par  une  force  dirigee  suivant  la  verticale  et  vers  I'interieur 
de  la  terre,  et  que  cette  force  exerce  son  action  d'une  ma- 
niere  continue,  avec  une  intensite  constante,  sur  les  corps 
qui  ne  prennent  aucun  mouvement.  Nous  verrons  plus  tard 
que  cette  intensite  est  la  m^me  encore  pendant  le  mouve- 
ment. La  cause  de  ces  phenomenes  se  nomme  pesanteur 
ou  grai^ite.  La  surface  de  la  terre,  ou  mieux  de  la  mer, 
etant  a  pen  pres  spherique,  la  perpendiculaire  a  la  surface 
des  eaux  tranquillcs  passe  seiisiblement  par  le  centre  de  la 
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lerre,  el  change,  par  coosequenl,  de  direclion  avec  la  posi- 
tion sur  la  surface ;  son  iatensite  change  quand  on  s'eloigne 
ou  qu'on  s'approche  du  centre,  el  dans  le  m^me  rapport 
pour  tons  les  corps. 

Mais  ces  variations  ne  sont  pas  sensibles  dans  une  petite 
etendue;  et  Ton  pent  regarder  les  verticales  comme  paral- 
leleS)  el  la  pesanteur  comme  conslante,  pourvu  que  Ton 
consid^re  des  points  peu  eloignes  les  uns  des  autres  rela- 
tivement  au  rayon  de  la  lerre.  C'esl  ce  qu'il  a  ^le  facile 
d'etablir  par  des  experiences  precises. 

Au  resle,  c'est  independamment  de  toute  noiion  sur  la 
figure  de  la  lerre,  que  Ton  constate,  par  Texperience,  le 
parallelisme  des  verticales  et  la  conslaiice  de  la  pesanteur 
dans  une  etendue^beaucoup  plus  considerable  que  les  di- 
mensions des  corps  que  nous  avons  en  vue  de  considerer 
ici.  Nous  les  admeltons  done  comme  des  donnees  fouruics 
par  des  experiences  directes. 

La  pesanteur  soUicite  les  parlies  inlerieures  des  corps 
comioe  le^  parlies  exl^rieures.  II  faut  faire  le  meme  effort 
pour  supporter  un  corps  enlier,  ou  les  parties  dans  les- 
quelles  on  le  dlvise^  et,  s'il  est  creux,  les  corps  que  Ton  y 
renfermera  exerceronl  le  m^me  effort  que  s'ils  eiaient  pla- 
ces a  I'exterieur.  Nous  pouvons  done  regarder  celte  force 
comme  agissant  sur  toules  les  parlies  qui  composenl  les 
corps 5  ei  nous  en  verrons  une  confirmation  complete  dans 
le  mouvement  qu'ils  prennent  suivant  la  verticale. 

En  appliquant  la  theorie  des  forces  paralleles  a  celles  qui 
proviennent  de  la  pesanteur,  on  reconnait  d'abord  qu'ellcs 
ont  une  r^sultante  qui  leur  est  parallele,  el  est  ^gale  a  leur 
somme;  on  Tappelle  le  poids  du  corps. 

En  second  lieu,  celte  resultante  a  son  point  d'applicalion 
independant  de  la  direclion  des  forces  relalivemeni  an 
corps.  C'est  le  centre  des  forces  paralleles  produilcs  par  la 
gravite.  On  lui  donno  lo  iiom  de  centre  de  gra\'ile. 
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125.  Lorsque  la  mati^re  qui  compose  le  corps  est  homo- 
g^ne,  les  volumes  egaux  ont  des  poids  egaux.  Si  la  matiere 
de  deux  corps  homogenes  est  differente,  le  poids  est  genera- 
lement  different  pour  des  volumes  ^aux«  On  appelle  poids 
specifique  d'une  substance  homogfene  le  poids  de  Funit^  de 
volume,  ou,  ce  qui  est  la  m^me  chose,  le  rapport  du  poids 
d'un  volume  quelconque  de  cette  substance  a  ce  volume 
m&me.  Dans  les  Tables  que  Ton  a  formees,  on  rapporte  ces 
poids  sp^cifiques  a  celui  de  I'eau  distillee,  prise  a  la  temp^ 
rature  on  sa  densite  est  la  plus  grande,  et  qui  est  d' environ 
4  degres  au-dessus  de  zero  \  quant  aux  autres  corps,  on  les 
suppose  pris  a  la  temperature  zero.  Les  moyens  employes 
pour  la  formation  de  ces  Tables  se  rapportent  a  la  physique, 
et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas.  , 

Le  poids  qu'on  a  choisi  pour  terme  de  comparaison  est 
celui  d'un  centimetre  cube  d'eau  distillee,  prise  au  maxi- 
mum de  densite,  et  consider^  a  I'Observatoire  de  Paris;  on 
le  nomme  gramme,  Les  nombres  renfermes  dans  la  Table 
des  poids  specjfiques  expriment  done  le  nombre  de  grammes 
que  p^se  i  centimetre  cube  de  ces  substances,  prises  a  la 
temperature  zero. 

126.  Si  le  corp's  n'est  pas  homog^ne,  le  poids  ne  sera 
plus  proportionnel  au  volume.  Pour  se  faire  une  idee  nette 
de  ce  que  Ton  doit  entendre  par  poids  specifique  d'une  sub- 
stance en  un  point  donne,  on  en  considerera  une  portion 
iniiniment  petite,  dont  ce  point  fera  partie,  et  Ton  prendra 
le  rapport  de  son  poids  a  son  volume*,  on  aura  ainsi  son 
poids  specifique  moyen ;  lorsque  ce  volume  tendra  vers  zero, 
le  rapport  tendra  generalement  vers  une  limite,  que  nous 
appellerons  le  poids  specifique  de  la  substance  en  ce  point. 
Si  la  nature  de  celte  substance  change  d'uue  maniere  con- 
tinue, le  poids  specifique  sera  une  fonction  continue  des 
coordonnees  des  differents  points  5  et  si  cetle  fonclion  est 
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don  nee,  ainsi  que  la  figure  du  corps,  on  peut  encore  se  pro- 
poser d'en  determiner  le  centre  de  gravile.  On  voit,  d'apres 
cette  definition,  qu'un  volume  in6nitnent  petit  du  corps 
aura  un  poids  qui  ne  difierera  que  d'une  quantite  infini- 
ment  petite,  par  rapport  a  lui-m^me,  du  produit  de  ce  vo- 
lume par  le  poids  specifique  relatif  a  Tun  quelconque  de 
ses  points.  Cette  quantite  pouvant  ^tre  negligee  sanserreur 
dans  les  resultats  des  questions  qui  ne  dependent  que  des 
limites  des  sommes  ou  des  rapports,  fl  s'ensuit  que  le  poids 
specifique  tel  que  nous  Tavons  defini,  joue  absolument  le 
m^me  r6le  dans  le  cas  des  corps  non  homog^nes  que  le  poids 
specifique  defini  d'abord  dans  les  corps  homogenes  5  seule- 
ment,  il  ne  faul  TappHquer  qu'a  des  volumes  infiniment 
petils  dans  tous  l^s  sens. 

127.  Quoique  les  surfaces  et  les  lignes  ne  puissent  avoir 
de  poids,  puisqu'elles  ne  sont  que  des  limites  d'etendue  et 
ne  renferment  aucune  partie  materielle,  on  les  considere 
neanmoins  comme  ayaut  un  centre  de  gravite.  On  suppose 
alors  qu'elles  sont  soumises  a  Taction  de  forces  paralleles, 
qui,  dans  le  cas  de  I'homogen^ite,  donnent  des  r^sultantes 
egales  pour  des  parties  equivalentes  -,  et  Ton  donne  Tinten- 
site  de  cette  force  pour  Tunite  de  surf&ce  ou  de  longueur.  • 
En  partant  de  cette  hypothise,  et  considerant  toujours  les 
surfaces  et  les  lignes  comme  on  le  fait  dans  la  geometric, 
il  n'y  a  rien  que  de  clair  dans  la  recherche  du  centre  de 
ces  forces  paralleles,  qu'on  nomme,  par  analogic,  centre 
de  granite. 

Si  les  resultantes  n'etaient  pas  egales  pour  des  aires  equi- 
valents, on  concevrail,  pour  un  point  quelconque,  une 
portion  infiniment  petite  renfermant  ce  point,  et  on  pren- 
drait  le  rapport  de  la  resultante  de  cette  portion  a  son  aire. 
La  limite  de  ce  rapport  sera  determinee,  et  nous  lui  donne- 
rons,  par  analogic,  le  nom  de  poids  specifique  de  la  surface 
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en  ce  point ;  ce  poids  specifique  sera  une  fonction  coDnue 
des  coordonnees  dcs  points  de  la  surface,  et  le  centre  des 
forces  paralleles,  que  Ton  designera  encore  sous  le  nom  de 
centre  de  grai^itCy  sera  entierement  determine. 

Les  m^mes  considerations  s^appliquent  au  cas  d'une  ligne 
dans  laquelle  des  arcs  ^gaux  ne  donneraient  pas  des  resul- 
tantes  egales. 

128.  Les  corps  soiU  reellement  composes  de  parties  ires- 
petites,  separees  les  unes  des  autres;  mais  il  n'y  a  aucun 
inconvenient  a  les  supposer  formes  d'une  m'ati^re  conti- 
nue \  car  cela  ne  produira  d'autre  effet  que  de  changer  dc 
quantites  insensibles  les  points  d' application  des  forces,  el 
il  n'en  pent  resulter  aucune  erreur  appreciable  dans  les 
resultats.  * 

Lorsque  Ton  connait  les  poids  et  les  centres  de  gra- 
vile  de  corps  en  nombre  fini,  le  iheoreme  des  moments 
donne  imra^diatement  la  position  du  centre  de  gravile  du 
sysleme.  Si  Ton  designe  par  P  un  quelconque  des  poids, 
par  x,  j^  z  les  coordonnees  de  son  centre  de  gravite,  et 
par  X,,  j^i,  z^  celles  du  centre  de  gravite  du  sysleme^  on 
aura 

iP^  SPj  ZPz 

Ces  formules  subsistent,  quel  que  soil  le  nombre  de 
corps,  et  quelque  pelils  qu'ils  soicnt  chacun.  S'ils  dimi- 
nuent  indefiniment,  et  que  leur  sysleme  tende  vers  une 
certaine  limile,  les  limites  des  valcurs  de  ^i,  ji,  z^  soront 
les  coordonnees  du  centre  de  gravile  de  cettc  liniitej  et 
leurs  valeurs  ne  seront  pas  alter^es,  si  Ton  neglige,  dans 
lous  les  termes  dc  ces  sommes,  des  quantites  infinimcnt 
pctitcs  par  rapport  a  ces  lermes  memes. 


Diterminalion  des  centres  dt  gravite. 

1S9.  Lorsqa'un  corps  de  nature  quclcoiique  est  infini- 
meiit  petit  dans  tous  les  sens,  son  centre  de  gravity  est  a 
UDC  distance  infiniment  petite  dun  quelconque  des  points 
de  ce  corps-,  car,  si  Ton  compose  successivement  toutes  les 
forces,  eu  partant  d'un  poiui  quelconque  du  corps,  les 
points  d'applicalioii  des  resulianles  successires  vlaiit  lou- 
jours  conipris  entre  les  deux  points  d'applif^ation  des  forces 
que  Ton  compose,  resteront  ooiistamraent  k  qdc  distaore 
•  infiniment  petite  de  tous  les  poinls  du  corps.  Cctte  simple 
observation  permet  de  ramener  au  calcul  la  determination 
des  centres  de  gravite  des  corps,  sans  aucune  recherche 
prealable.  U  suiRra,  pour  cela,  de  les  decomposer  en  ele- 
ments infiniment  petits  dans  lous  les  sens,  parce  qu'alors 
on  pourra  prendre  pour  ceutre  de  gravite  de  ces  elements 
un  point  quelconque  de  leur  surface  ou  dc  Icur  int^rieur, 
ou  m^me  en  dehors,  et  a  une  distance  inGniment  petite; 
car  on  n'alterera  qu'iniinimcnt  peu  les  coordonnccs  du 
centre  de  gravite  de  cliacun  de  ces  Elements,  et,  par  con- 
sequent, son  moment  nc  sera  en  erreur  que  d'une  quantile 
in(iniment  petite  par  rapport  a  lui-m^me.  Done  la  limilc 
dc  la  somme  des  moments  ne  sera  pas  alterce,  et  I'on  pent 
etablir  cclte  proposition  gcneralc  ; 

Lc  produit  du  poids  d'un  corps  par  la  distance  de  son 
centre  de  grafile  h  un  plan  quelconque,  est  e.gal  a  la  Imiite 
de  la  somme  dps  produits  des  poids  de  chacun  de  ses  clc- 
ments  injiniment  pctils  en  tous  sens,  par  I^s  distances  d  un 
quelconque  des  points  de  ces  elements  respectifs,  o"  «  ""- 
Ires  points  injiniment  voisins,  h  ce  mSme  plan. 

Si  le  corps  est  homogine,  le  poids  d'une  queWoutlue  de 
ses  parties  csl  egal  a  son  volume  tnullipH^  par  le  po^***  ^V'*' 
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cifique  de  la  subslaiice;  mais,  s'il  ne  Vest  pas,  le  poids  d'un 
element  sera  egal  a  son  volume  mulliplie  par  un  poids 
sp^eifique  moyen,  qui  ne  differera  que  d'une  quantite  inli- 
niment  petite  du  poids  sp^ifique  de  la  substance  en  un 
quelconque  des  points  de  cet  element.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
on  multipliera  le  volume  infiuiment  petit  de  Telement  par 
le  poids  specifique  relatif  a  Fun  quelconque  de  ses  points 
ou  des  points  infiniment  voisins;  et,  en  substituant  ce  pro- 
duit  au  poids  r^el  de  relement,  il  n'en  resultera  aucune 
erreur  dans  la  limite  de  la  somme  des  poids  et  de  leurs 
moments. 

II  est  facile  de  voir  comment  toutes  ces  considerations 
s'appliquent  aux  surfaces  et  aux  lignes.  Nous  allons  les 
examiner  successivement. 

Centre  de  gravite  des  lignes. 

130.  Les  equations  d'une  ligne  dans  Tespace  detcrmi- 
nent  deux  coordonneesen  fonction  de  la  troisieme,  par 
exemple  j^  et  z  en  fonction  de  x,  L'expression  de  relement 

de  la  ligne  est  dx  i/  t  +  "t",  ~+-  ^r-j  =^  ds\  et  son  poids  est 

pds^  p  etant  une  fonction  connue  de  ar,  qui  cxprime  le 
poids  sp^cifique  de  la  ligne  au  point  que  Ton  consid^ie.  En 
appeljjnt  P  le  poids  de  Fare  dont  Ics  extr^mites  correspon- 
dent aux  abscisses  Xo,  X,  on  aura 

J/»X  /»X 

I     pyds^     Pz.  =  I     pzds\ 

d'oii  I'on  lirora  P,  x, ,  ri?  2,. 
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P 

Si  la  ligne.  est  homogeno,  p  est  conslam,  -  est  la  lou- 
iieur  5  do  Tare,  ct  Ton  a  simplement  ^ 


\ 


f       /     dy     dz'  r 

Si  la  ligne  est  plane,  on  la  supposera  dans  le  plan  XY,  et 
il  suffira  de  faire  2  =  0  dans  les  premieres  ou  les  secondes 
foroiules,  suivant  que  ceite  ligne  a  un  poids  specifique  va- 
riable ou  constant.  Dans  ce  dernier  cas,  elles  devicnnent 


X 


Centres  de  gravity  des  surfacws. 

134.  Si  Ton  confoit  une  surface  courbe  decomposee  en 
elements  infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  par  deux 
series  de  plans,  les  uns  perpendiculaires  a  Taxe  des  x,  les 
autrcs  a  I'axe  des  j^  nous  avons  vu  que  I'on  pouvait  pren- 
dre, au  lieu  de  Telement  m^me  de  la  surface,  Texpression 


dxdj^J 


(dzy     (dzy- 

I  -h  I  ^  1  +13")  »  V^^  nous  representerons  par 

dA.  Soitp  la  fonction  de  x  eijr^  qui  exprime  le  poids  spe- 
cifique en  un  point  quelconque  de  la  surface;  le  poids  dc 
cet  element  sera  pdJ^^  et  ses  moments  seront  pxdAj  pydK^ 
pzdk'^  on  aura  done,  en  designant  par  P le  poids  d^  Taire 
to  tale  que  Ton  consid^re, 

V=ffpdA,    V.v,=ffpxdA,    Vy,=ffpxd\,    Vz.^ffpz^Ik. 
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Les  Hmiles  d«  ces  integrales  sont  les  m^mes  que  pour  la 

quadrature  des  surfaces  courbes. 

p 
Si  la  surface  est  homogene,  p  est  constaat  et  -  est  Pairc 

totale  que  nous  represenlerons  par  A  :  on  aura  alors 


132.  Surfaces  de  revolution,  —  Le  centre  de  gravite 
d'une  surface  de  revolution  homogene,  est  evidemment 
situe  sur  son  axe.  Si  on  le  prend  pour  axe  des  x^  on  aura 

et  jl  suffira  de'connaitre  Xi,  Si  Ton  considere  la  partie  de 
la  surface  comprise  entre  Ics  deux  plans  correspondants 
aux  valeurs  x^  et  X,  on  aura,  en  designant  son  aire  par  A, 
el  par  y  Tordonnee  de  la  generatrice, 


=  2  77  I      ydxKI  ^"*"T~i'      Aar,  =  27r   I      yxdx\/  i-f- 


4' 


dx^ 
On  connaitra  ainsi  A,  et  ensuite  a*,. 

io3.  Surfaces  planes.  —  Lorsque  la  surface  est  plane, 
on  la  rapporle  a  deux  axes  situes  dans  son  plan. 

Les  formules  generales  s'appliqueront  a  ce  cas,  en  y  sup- 
posant  z  =  o\  elles  deviennent  alors 

V=zffpdxdy,     Vx,=ffpxdxdxy     Pj,  =ffpyrdxdy. 

On  integrera  d'abord  par  rapport  a  j  enlre  les  deux  valeurs 
j^oi  Y  qui  sont  des  fonctions  de  jr,  dounees  par  Tequation  de 
la  courbe  qui  termine  la  surface.  On  aura  ainsi  des  fonc- 
tions de  xqu'on  integrera  entre  les  valeurs  extremes  x^^  X. 
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p 

Si  la  surface  est  homogene,  p  est  constanr,  -  est  Taire 

P 
A,  ct  Ton  aura 

A  rrr  ffclxdy,     Ax,  =  ffx  (Ixdy ,     Aj,  =  JJydxdy, 

on 

(Y  -  y,\dx.      Ax,  =  /      (Y  -Y,)xdx, 


Ajr.  =  i    /      {X^—y\)dx. 


134.  Corps  solides,  —  Decoraposons  le  corps  en  une 
infinite  de  tranches  par  une  serie  de  plans  perpendicu] aires 
a  Paxe  des  x\  coupons-Ie  ensuite  par  une  serie  de  plans 
perpendiculaircs  a  Taxedesj^  :  les  parties  comprises  entre 
deux  plans  consecutifs  d'une  serie  et  deux  plans  consecutifs 
de  1' autre  seroiit  precisement  celles  que  nous  avons  consi- 
derees  dans  la  mesure  des  volumes  en  general.  Mais^  comma 
nous  devons  prendre  ici  des  elements  infiniment  petits 
dans  tous  les  sens,  nous  supposerons  une  troisieme  serie 
de  plans  perpendiculaircs  a  Taxe  des  -z,  et  le  corps  se  trou- 
vera  decompose  en  paral lei epi pedes  rectangles  ayant  pour 
aretes  dx^  dy^  dz. 

Pour  chacun  de  ces  parallelepi pedes  dont  les  coordonnees 
de  deux  sommets  opposes  sont  x^y,  z  etx-^-  dx^  y  -\-  dy^ 
z  -h  dz^  on  prendra  x,  y^  z  au  lieu  des  coordonnees  du 
centre  de.  gravity,  et  la  fonction  p  qui  exprime  le  poids 
specifique  sera  rapportee  aux  m^raes  valeurs  JC,  y,  z\  nous 
avons  prouve  que  la  limite  de  la  somme  des  moments  n'en 
sera  pas  alteree.  De  cette  maniere,  le  poids  et  les  moments 
de  cet  element  par  rapport  aux  plans  coordonnes,  pourront 
etie  remplaces  respectivement  par 

pdxdydzy     pxdacdydz,      pydjcdydz,     pzdxdydz. 


[ 
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Soient  r©,  Z  les  fonciions  de  x  etjr  qui  cxpritneot  Ics 
ordonnees  de  la  surface  ipferieure  et  de  la  surface  supe- 
ricure  du  corps;  on  fera  d'abord  la  somme  des  elements  en 
supposant  que  j:  ety  restent  constants,  etque  z  passe  par 
toutes  les  valeurs  entre  z^^  Z:  c*est-a-dire  qu'on  integrera 
ces  expressions  par  rapport  a  z  entre  les  limites  Zq  >  Z,  et 
Ton  obtiendra  ainsi  des  fonctions  de  x  ety  seulement,  qui 
exprimeront  le  poids  et  les  moments  de  la  partie  du  corps 
comprise  entre  quatre  plans  inCniment  voisins,  dont  deux 
sont  perpendiculaires  a  Taxe  des  x  et  les  deux  autres  a  Taxe 
des  y.  Ces  fonciions  auront  pour  expressions 

cixdjr  I      pdzy      xdxdy  I      pdz^ 

XT.  /*7m 

pdz,        dxify  I      pzdz. 

Pour  avoir  le  poids  et  les  moments  du  volume  compris  entre 
les  deux  plans  perpendiculaires  a  Taxe  des  j:,  il  faudra  in- 
tegrer  ces  fonctions  de  x  et  j^  par  rapport  a  j^  en  conside- 
rant  x  comme  constant,  et  prenant  pour  limites  de y  les 
deux  fonctions  de  x  qui  expriment  les  coordonnees  de  la 
courbe  qui  est  la  projection  de  la  surface  sur  le  plan  XY, 
et  que  nous  avons  donne  le  moyen  de  determiner  dans  le 
Cours  d Analyse.  Designant  par  y^  et  Y  ces  fonctions 
connues  de  .r,  Irs  sommes  relatives  a  la  partie  comprise 
entre  les  deux  plans  seront 

dx  \      df  I      pdz,     xdx  1      dy    \      pdz^ 

•/to  *^zt  Jz^  Jz^ 

ydy  I      pdz  J     dx  I       dy  I      pzdz, 

•-^^o  •/To  *^Zii 
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Ges  qiiatre  expressions  ne  renferment  plus  que  la  varia- 
ble x,  et  on  les  integrera  entre  les  deux  valeurs  de  x  rela- 
tives aux  deux  plans  perpendicul aires  a  Faxe  des  x  entre 
lesquels  le  corps  se  trouvera  compris.  Ces  valeurs  Xq  et  X 
sont,  en  general,  celles  pour  lesquelles  les  plans  tangents 
au  corps  sont  perpendigulaires  a  Taxe  des  x.  Dans  tous 
les  cas,  on  saura  les  determiner  d^apres  la  forme  de  la  sur- 
face, et  les  expressions  des  sommes  seront  respectivement 


!  /^X  /»Y  /*Z  /»X  /»Y  /.Z 


I       dx  \       djr  I      pdz^         I       xdx  I       dy  I      *pdzy 

Jy^X  /^Y  /"Z  /.X  /.Y  ^Z 

f      €5^1      yd,y  \      pdz,        I       <ir  I       df/   /      pzdz. 
^0        «/ro  ^0  •/*„        «'{r,        «.^«« 

On  pourrait  effectuer  ces  integrations  dans  un  ordre  dif- 
f(^rent  et  commeucer  par  la  somme  des  elements  pour  les- 
quels a:  et  z  seraient  constants,  ou  encore  y  el  z.  On  pourra 
m^me  suivre  un  ordre  different  pour  chacune  des  quatre 
expressions  si  Ton  y  trouve  quelque  a  vantage  :  on  obtien- 
dra  toujours  les  monies  valeurs  definitives,  puisqu'elles  re- 
pr^senteront  le  poids  du  corps  et  les  limites  des  sommes 
des  moments  des  m^mes  elements,  consideres  seulement 
dans  un  ordre  different.  Si  nous  designons  ces  diverses  ex- 
pressions par 

JSJpdxdydz,  fffpxdxdjrdz,  Jffpydxdjrdz,  fffpzdxdydz, 

en  faisant  les  integrations  comme  nous  I'avons  indique,  les 
coordonnees  x^^  j^,,  z^  seront  determinees,  ainsi  que  le 
poids  P,  par  les  quatre  equations  suivantes  : 

P/i  =  SSJpy  ^^  ^^  ^*>     Vz,z=z  fffpz  dx  dy  dz. 

Si  le  poids  specifique  est  constant,  ces  equations  devien- 
I.  i6 
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nent,  en  representant  par  V  le  volume  du  corps  qui  est 

egal  a  -, 
P 

V     =SSSdxdydz,        Sx,  =  fffxdjcdydz, 
V/.  =  SSfydxdy  dz,     \z,  =  Jffz  dxdy  dz. 

On  peut  effecluer  dans  ce  cas  une  des  integrations^  par 
exemple  celle  par  rapport  a  ^ ;  on  aura,  en  prenant  pour 
limites  Zq  et  Z, 

V    =JJ(Z-z,)dxdy,     Yx,=ff[Z  —  z.)xdxdy, 

yrr^fS{Z-z,)rdxdjr,    \z,=ifJ{Z^-zl)dxdy, 

les  limiies  relatives  kjetx  etant  les  m^mes  que  prec^dem- 
ment. 

Enfin,  si  Ton  pouvail  reconnaitre  immediatement  le 
centre  de  gravity  de  la  partie  comprise  entre  deux  plans 
infiaiment  voisins,  perpendiculaires  a  Tun  des  axes,  par 
exemple  a  Taxe  des  x,  ou  prendrait  ces  parties  pour  les 
elements  du  corps,  et  il  n'y  aurait  que  la  seule  variable  x 
dans  Texpression  de  leurs  moments  par  rapport  a  YZ ;  une 
seule  integration  donnerait  done  le  centre  de  gravite  du 
corps,  s'il  devait  se  trouver  sur  une  ligne  connue.  Nous 
allons  en  donner  quelques  exemples. 

135.  Solides  de  revolution,  —  La  substance  qui  com- 
pose le  solide  de  revolution  eiant  supposee  homogene,  il 
resulte  de  la  symeirie  que  le  centre  de  gravity  est  situ^  sur 
I'axe,  soit  qu'on  considere  le  coi'ps  enlier,  ou  une  partie 
comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  a  cet  axe.  Si, 
pour  plus  de  simplicite,  on  le  prend  pour  axe  des  Xy  il  suf- 
lira  de  trouver  j^j,  parce  que  j^i  et  z^  seront  nuls.  On  aura, 
dans  ce  cas,  les  deux  equations  suivantes,  dans  lesquelles 
Y  et  j^o  designent  les  ordonnees  des  deux  couibes  qui  termi- 
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nent  Taire  geoerairice  situee  dans  le  plan  XY  : 

d'ou  Ton  tirera  V  et  Xi. 

136.  Cylindres  —  Si  Ton  considire  un  cylindre  homo- 
gene  ayant  une  base  quelconque  termin^e  par  tin  contour 
polygonal  ou  curviligne,  et  qu^on  le  partage  par  des  plans 
parall^les  aux  bases,  la  somme  des  moments  est  nuUe  par 
rapport  au  plan  egalement  distant  des  bases;  le  centre  de 

,  gravity  est  done  sur  ce  plan. 

Si  Ton  concoit  ensuite  un  systime  de  plans  infinimeot 
voisins,  parall^les  entre  eux  et  aux  aretes,  le  cylindre  se 
trouvera  decompose  en  parallelepip^Jes  dont  les  bases  se- 
ront  les  elements  des  bases  du  cylindre,  et  dont  les  mo- 
ment seront  proportionnels  a  ceux  de  leurs  bases,  par  rap- 
port k  tout  plan  parallele  a  leurs  faces  finles.  Done  les 
sommes  des  moments,  soit  des  faces,  soit  desparallelepi- 
pMes,  seront  nulles  pour  le  m^me  plan.  Done  lout  plan 
parallMe  aux  aretes,  et  passant  par  la  ligne  qui  joint  les 
centres  de  gravite  des  deux  bases,  contient  le  centre  de 
gravite  du  cylindre.  Done  ce  point  se  trouve  et  sur  cette 
droite,  et  sur  le  plan  equidistant  des  bases;  il  est  done  an 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  grui^ite  des 
deux  bases. 

137.  Si  le  corps  etait  rapporte  a  des  coordonnees  po- 
I aires,  on  emploierait  le  mode  de  decomposition  indique 
dans  le  Cours  d*jinalyse ;  mais  on  chercherait  encore  les 
coordonnees  rectangulaires  du  centre  de  gravile.  Les  equa- 
tions entre  les  coordonnees  rectangulaires  et  polalres,  sont 

2=-rcos0,     j^  =3  rsinQsin^]/,     j:  =  rsin©cos>J/. 

i6. 
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Nous  avons  vu  que  Telement  du  volume  avail  pour  ex- 
pression r^  sinO do d^dr.  Done  T^Iement  du  poids  sera 
pr^  sinO  do df^fdr  I  et  son  moment  par  rapport  a  chacun  des 
plans  s'obtiendra  en  multipliant  ceue  expression^  successi- 
vement  par  x,  y,  z  ou  leurs  valeurs  en  0,  ^,  r.  On  aura 

ainsi 

P     =  fffpr'smBdBd^dr, 

Par,  =2  fffp^  sin'  0  cos>I/  dB  d^  dr, 

PXi  =  SSSp^^^^^^  sin^p  dB  d^  dr, 

Pz,  ==  fffpr^sinBcosBdBd'^dr. 

Les  limites  de  ces  integrales  sont  les  m^mes  que  celles 
que  nous  avons  indiquees  dans  la  cubature  des  solides. 

Diverses  propriitis  des  centres  de  gravity. 

138.  Soil  un  nombre  quelconque  de  corps  ayant  respec- 
tivement  pour  poids  p^  p/ ^  p'\  et  dont  les  centres  de  gra- 
vite  respectifs  soient  distants  du  centre  de  gravite  de  leurs 
syst^me,  de  quantit^s  p,  p',  p'S***  5  prenons  ce  centre  pour 
le  point  de  rencontre  de  trois  axes  rectangulaires  avec  les- 
quels  les  lignes  p,  p\  p'\ . . . ,  font  les  angles  a,  6,  y,  of,  S\y^ .... 
Le  tb^oreme  des  moments  donnera,  relati  vement  aux  trois 
plans  coordonnes, 

(i)  2/?pcosa=:o,     2/;pcos6  =  o,     2y?pcos7  =  o. 

Done  ily  aurait  equilibre  entre  des  forces  appliquees  h  un 
point  sitae  h  Forigine^  cHest^h-dire  au  centre  de  gra%fite  du 
systemcj  diiigees  suii^ant  les  droites  p,  p',...,  et  propor- 
tionnelles  aux  prodiuts  pp^  p^ p'.  La  reciproque  est  evi- 
dcnte. 

Si  les  poids  p^  p'y  sont  egaux,  les  forces  sont  propor- 
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tionnellct  aux  distances  du  centre  de  gravite  du  systeme, 
aux  centres  de  gravite  des  poids  egaux  qui  le  composent. 

139.  Si  maintenant  on  ajoute  les  carres  des  premiers 

meinbres  des  equations  (i),  on  obtient,  en  d^ignant  par  pp* 
Tangle  des  deux  rayons  p  et  p^ 

2p»p2  -f.  22/7/?'pp'cospp'  =  o. 

Mais  p*-|-p'* — 2/5p'cospp'  =  r*,  r  etant  la  distance  des 
centres  de  gravite  des  corps  ^,  p';  done 

^fp^  4-  ^pp'  (p'  -f-  p"  —  H)  =  o. 

Tous  les  ternies  qui  renferment  p*  ont  pour  expression 
pp'(p -hp'-J-p'^-t-  — ),  et  Ion  en  trouverait  de  sem- 
blables  pour  p",  p"*,  etc. . .  ^  de  sorte  qu'en  posant 
p-f-  p'  +  p"-H  .  . .  =  P,  on  aura 

P2/?p'=  2/?pV. 

Si  tous  les    poids    sont  egaux  et   en    nombre  m,  on  a 

Cette  derniire  proposition  est  un  cas  particulier  de  la 
suivante,  on  Ton  suppose  que  I'origine  des  coordonnees 
est  un  point  quelconque  de  Vespace.  Le  tbeor^me  des  mo- 
ments donne  alors,  en  representant  par  R  la  droite  men^e. 
de  Torigine  au  centre  de  gravite  du  systeme  \  pai'  a,  i,  c 
les  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes^  par  p,  p'v«»  les  dis- 
tances de  I'origine  aux  centres  de  gravile  des  corps  ^,  /?',. .., 
et  par  a,  |3,  y,  a',  |S',  /,...,  les  angles  que  ces  droites  for- 
ment  avec  les  axes^ 

PR  COSfl  =  2y?p  cosa, 
PR  cos  ^  =  Z/?p  cos  §, 
PR  cos  c  =  2/7p  C0S7 ; 
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d*ou^  en  ajoutant  les  carr^s  des  meiiibre9  de  ces  e^ations, 
et  observant  que  les  seconds  membres  sont  les  m^mes  que 
dans  le  cas  precedent, 

De  cette  equation  on  conclut  que  si  la  distance  R  du 
centre  de  grai^iie  d^un  systeme  d  un  point  fixe  quclconque 
restant  constante^  ce  systeme  im^ariable  de  forme  se  de- 
place  d'une  maniere  quelconque,  la  somme  des  produits 
des  poids  par  les  carres  des  distances  de  leiirs  centres  de 
grai^it^  it  ce  point  Jixe^  sera  constante. 

En  effet,  R  etant  constant  ainsi  que  les  distances  desi- 
gnees par  r,  il  en  r^sulte  que  ^pp*  est  constant. 

On  voit  encore  que  ^pp*  est  le  plus  petit  possible  quand 
R  =  o,  et,  par  consequent,  le  centre  de  gravite  d'un  systeme 
jouit  de  cette  propriete,  que  la  somme  des  produits  des 
poids  par  les  carres  des  distances  de  leurs  centres  de  gra- 
s^ite  respect  if s  h  ce  point  est  un  minimum. 

ThSorime  de  Guldin, 

140.  Le  volume  V,  engendre  par  la  surface  plane  com- 
prise entre  deux  courbes  donl  les  ordonnees  sont  r?  Y,  et 
deux  paralleles  a  Taxe  des^,  correspond  an  les  aux  abscisses 
ar©,  X,  a  pour  expression 

[      (Y'  — j')rfx. 

Mais  I'ordonnee  yi  du  centre  de  gravite  de  la  surface  en 
question^  dont  nous  designerons  Taire  par  A,  est  donn^e 
par  r^quation 
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done 

et,  par  consequent,  le  volume  engendre  par  una  aire 
plane,  tournant  autour  rVun  axe  sitae  dans  son  plan,  est 
egal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circooference  decrile 
par  son  centre  de  grai^ite, 

141,  La  surface  A,  engendree  par  la  revolution  d'un 
arc  de  courbe  plane  tournant  autour  d'uu  axe  shue  dans 
SDn  plan,  a  pour  expression 


A 


=  2  IT  I       y  ds. 


Mais  Tordonnee^i  du  centre  de  gravite  de  Tare  s  est  don- 
nee  par  Tequalion 


X 


done 

et,  par  consequent,  Vaire  engendree  par  uti  arc  de  coarhc 
planej  tournant  autour  rPun  axe  sitae  dans  son  plan,  est 
igale  h  cet  arc  ntultiplie  par  la  circonjerence  ilecrite  par 
son  centre  de  graMe.  Ces  deux  propositions  constituent  ce 
que  Ton  appelle  le  theoreme  de  Guldin, 

Les  aires  ou  les. volumes  d^crits  dans  une  partie  quelcou* 
que  de  la  revolution,  etant  proportiounels  a  Tangle  dont  la 
figure  a  tourne,  il  s'ensuit  que,  pour  en  avoir  la  mesure, 
il  faudra  prendre  I'arc  decrit  par  le  centre  de  gravite,  au 
lieu  de  la  circonference  entiire. 

142.  Si  une  surface  plane  tourne  succcssivcment  autour 
de  plusieurs  axes,  le  volume  engendre  s^obticndra  en  mul 
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tipliaiit  SOD  aire  par  la  somme  des  arcs  parcourus  par  son 
centre de  gravite.  Cette  proposition,  etant  independante do 
la  distance  des  axes,  a  lieu  encore  quand  its  se  succedcnta 
des  distances  infiniment  petites,  pourvu  quMIg  soient  ton- 
jours  dans  le  plan  de  la  surface  mobile*,  et,  dans  ce  cas, 
deux  axes  consecutifs  peuvent  ^tre  paralleles  ou  se  ren- 
contrer. 

Par  exemple,  si  Ton  suppose  une  courbe  plane,  et  que  la 
surface  generatrice  se  meuve  de  mani^re  que  son  plan  soit 
loujours  normal  h  cette  courbe  et  soit  toujours  perce  par 
elle  au  m^me  point,  et  que  tous  les  points  n'aient  que  des 
mouvements  paralleles  au  plan  de  la  courbe  directrice,  on 
peut  regarder  un  pareil  mouvement  comme  produit  par  le 
developpement  du  plan  de  Taire  geni^ra trice  qui  serai t  en- 
roule  sur  le  cylindre  qui  aurait  pour  base  la  d^veloppee  de 
la  directrice  :  il  est  la  limitc  du  mouvement  qui  aurait  lieu 
autour  d'axes  perpendiculaires  au  plan  de  la  directrice  et 
qui  tendraienl  indefiniment  vers  les  armies  du  cylindre  en 
question. 

Si,  pour  plus  de  generalite,  on  considire  une  courbe  a 
double  courbure  decrite  par  un  point  constant  du  plan  de 
la  surface  generatrice,  auquel  elie  soit  encore  constamment 
normale,  et  que  I'on  prenne  pour  axes  successifs  les  per- 
pendiculaires aux  plans  osculateurs  menees  par  les  centres 
de  courbure  de  la  directrice,  oh  pourra  encore  appliquer  la 
m^me  proposition ;  car,  quoique  ces  axes  successifs  ne  se 
coupent  reellement  pas,  on  peut,  en  ne  consid^raut  que  les 
limites,  negliger  I'erreur  qui  en  resulterait,  parce  que  leur 
distance  est  i^e  quantite  infiniment  petite  d'un  ordre  su^ 
perieur  au  premier. 

On  peut  se  representer  ce  mouvement  en  supposant  que 
le  plan  de  la  surface  generatrice  soit  enroule  sur  la  surface 
polaire  de  la  directrice,  qui  est  le  lieu  des  axes  autour  des- 
quels  s'execuicnt  les  mouvements  successifs.  Si  Ton  deroule 
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cnsuite  ce  plan  sans  glissement,  il  sera  constamment  nor-> 
mal  a  la  directrice,  et  sera  toujours  rencontre  par  clle  au 
m^me point.  Par  cette  suite  de  rotations  infiniment  petites, 
la  surface  donn^e  engendrera  un  volume  egal  an  prodnit  de 
son  aire  par  la  courbe  d^rite  par  son  centre  de  gravite. 
Pour  que  ce  theorime  ne  subisse  aucune  modification,  il 
faut  supposer  que  la  surface  g^n^ratrice  ne  vienne  jamais 
couper  les  axes  de  rotation  successifs. 

,    Volume  du  cjrlindre  tronqui. 

143.  Le  volume  d'un  cylindre  tronqi^e  dont  la  base  est 
sur  le  plan  XY  et  les  aretes  perpendiculaires  a  ce  plan  est 
exprime  par  ^  z=z  JJ zdxdy ^  z  etant  Tordonnee  du  plan, 
et  les  limites  des  integrales  etant  determinees  par  le  contour 
de  la  base  qui  peul  ^tre  compos^de  lignes  droitesou  courbes. 
Mais,  si  Ton  appelle  f  Tangle  des  plans  des  deux  bases,  les 

elements  de  Taire  de  la  base  sup^rieure  sont  ;  cette 

*  cos«p 

aire  totale  sera 1  en  desis'nant  par  A  la  base  inferieure. 

cos  y  or 

et  Tordonnee  du  centre  de  graviie  de  la  base  superieure 

sera  donn^e  par  I'^quation 


A 
2i 


COSf 


r  rzdxdy  "    r  r  ,  , 

J  J      c«s?  J  J 


Done  y  =  Azi ,  Le  volume  est  done  ^gai  a  sa  base  multi- 
pliee  par  la  perpendiculaire  abaissce  du  centre  de  gravite 
de  la  base  superieure,  sur  le  plan  de  la  base  inferieure. 

Remarquons  maintenant  que  les  centres  de  gravite  des 
deux  bases  sont  sur  une  ra^me  parallde  aux  aretes.  Car,  si 
Ton  prend  les  moments  des  elements  correspondanls  dxdj 

et  9  par  rapport  a  un  meme  plan  quelconquc  parallele 
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aux  ardtes,  ils  seroiit  dans  le  rapport  de  cosf  :  i  •,  done  ik 
seronl  nuis  en  m^me  temps,  et  par  consequent  tout  plan, 
parall^Ie  aux  aretes,  qui  passe  par  le  centre  de  gravite  d'une 
des  bases  passe  par  le  centre  de  gravite  de  T autre.  Ces  deux 
centres  sont  done  sur  une  m6me  parallele  aux  aretes.  Ainsi, 
les  centres  de  gravity  de  toutes  les  sections  planes  que  Ton 
pent  faire  dans  un  cylindre  indefini  sont  sur  une  m^me 
droite  parallele  aux  aretes ;  et,  par  consequent,  toutes  les 
sections  du  cylindre,  menees  par  un  me  me  point  de  cette 
droite,  ont  ce  point  m^me  pour  centre  commun  de  gravite. 

U  suit  de  la  que  les  cylindres  tronques  pal*  des  plans 
quelconques,  passant  par  un  m^me  point  de  cette  droite, 
sont  equivalents^  et  par  consequent  les  volumes  des  coins 
compris  entre  deux  de  ces  plans  sont  equivalents.  Ces  cv- 
lindres  tronques  sont  done  equivalents  au  cylindre  dont 
la  base  super! eure  passerait  par  ce  point. 

Si  Ton  suppose  ma  in  tenant  un  cylindre  tronque  dont  les 
aretes  soient  obliques  sur  les  deux  bases,  on  pent  le  regar- 
der  comme  la  diflerence  de  deux  autres  qui  auraient  pour 
base  la  section  orthogonale;  la  difference  des  perpendicu- 
laires  abaissees  des  centres  de  gravite  des  deux  bases  sur  le 
plan  de  cette  section  sera  la  droite  qui  joindra  ces  deux 
points.  D'ou  resulte  ce  theoreme : 

Le  volume  d\in  cylindre  tronque  quelconque  est  egal 
au  produit  de  la  secti'en  orthogonale  par  la  droite  qui 
joint  les  centres  de  grav^ite  de  ses  deux  bases. 

On  peut  encore  en  oncer  cette  proposition  d'une  autre 
mani^re,  en  observant  que  le  rapport  de  la  section  ortho- 
gonale a  I 'une  des  bases  est  le  cosiiius  de  Tangle  de  leurs 
plans,  ou  le  sinus  de  Tangle  des  armies  avec  cette  base,  et 
que,  par  consequent,  il  est  egal  au  rapport  de  la  perpendi- 
culaire  a  cette  base,  abalssof;du  centre  de  gravite  de  Fautre, 
h  la  droite  qui  joint  les  dfifs^  centres.  On  aura  ainsi  cet 
autre  en  once  : 
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Le  volume  fVun  cjlindre  tronque  est  egal  an  produit 
d*une  des  bases  par  la  pcrpendiculaire  abaissee  du  centre 
de  grai^ite  de  V autre  sur  le  plan  de  la  premiere. 

Application  des  formules  pricidentes. 

144.  j4rc  de  cercle,  —  Soient  R  ^fig*  4^)  1^  rayon  AB 
de  Tare  MN ,  B  le  milieu  de  cet  arc  •,  posons 

MN=c,     MBN  =  /. 

La  symetrie  de  Tare  par  rapport  a  Vaxe  des  x  montre  que 
son  centre  de  gravite  est  sur  cet  axe ;  on  a  done  j^i  =  o-,  et 
Xi  sera  donne  par  Tequation  suivante  : 

lXt=fxds  =  Kfdscos^  =R»sin:^  -hC  =  Rc. 

R  R 

Ainsi  on  a  la  proportion 

/:  c ::  R  :  or,. 

145,  Arc  de  cyclolde.  — L^ equation  diflerenliellede  la 
cyclo'ide  rapportee  k  son  sommet  est  \ 


fix       V 


la—jr 

et  donne 

H 

On  aura  done,  en  faisant  commencer  Fare  au  sommet , 


^52  LIVRE    I. 

et 


SX\ 


el  comme  sxi  doit  6tre  nul,  pourj^  =  o ,  on  aura 
d'ou 

•^'  =  3'    ''=*-^~T77         37^' 

146.  ^rc  de  parabole.  —  Soit 

jr'z=2/?j:, 
ou 

on  aura 


P  P  L.  1  2  /?  J 

en  supposant  que  Tare  commence  au  sommet,  et  par  con- 
sequent devienne  nul  poury  =  o  5  on  trouvera  ensuite 

_.  I        «3-' 

Oil  connailra  done  ainsiH^Jet  j^j . 
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147.  Aire  du  triangle.  —  On  prendra  Torigine  a  Fun 
des  sommets,  et  Taxe  des  x  peqpendicalaire  a  la  base.  Les 
droites  dont  les  deux  autres  c6tes  font  partie  auront  des 
equations  de  la  forme 


jr:=:mXy     yzzim'x. 


Soient  a  la  base  et  h  la  hauteur,  Taire  du  triangle  sera 

.     ,     ,  ah  ,, 

egale  a  —  9  et  1  on  aura  ensuite 

—  jr,  =  (/w'  —  m)  f  x^dx  =  (iif' —  /w)*— > 

—  ji  =  7  [m'^--m^)fx^dxz=z  i ^ ' x^, 

Faisant  x  =  A  el  d^signant  par  p  Tordonnee h  du 

milieu  de  la  base,  il  vient 

o  6         Xi        h 

La  demiire  equation  montre  que  le  centre  de  gravite  se 
trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la 
base  \  et  la  premiere  indique  qu'il  est  situe  aux  deux  tiers 
de  cette  ligne  a  parti r  du  sommet,  ou  au  tiers  a  partir  de 
la  base. 

148.  Aire  du  cercle,  — Soit^*=R* — x*  Tequation 
du  cercle,  et  cberchons  le  centre  de  gravite  de  Taire  com- 
prise entre  deux  paralleles  a  Faxe  des  y,  correspondantes 
aux  abscisses  Xo  yX.  Nous  aurons,  en  designant  les  aires  par 
la  lettre  A , 


Ax,=r/2^VR»— xVa:  =  — |(R2  — .r')'-4-l(R'  — xj)'-'; 
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supposant  x  =  R,  il  vient 
et 


A  =:  R'  arc  cos  -^  —  j?,  y^R' — x  \ . 

Si,  de  plus,  aro  =  o ,  on  aura 

wR»  -.4J^. 

Si,  au  lieu  d^un  segment,  on  considire  un  secteur,  la 
question  se  rangt^ne  de  suite  a  trouver  le  centre  de  gravite 
d'un  arc  decercle.  En  effel,  le  secteur  peul  6tre  consid^r^ 
comme  la  liinite  d'une  infinite  de  triangles  egaux  ayant  leur 
sommet  commun  au  centre.  Les  centres  de  gravite  de  ces 
elements  sont  equidistants  et  situ^s  sur  un  arc  de  cercle 
Gompris  entre  les  monies  rayons  que  le  premier,  et  decrit 

2R 

du  m^me  centre  avec  un  rayon  egal  a  -^  •  Le  centre  de 

gravite  du  secteur  sera  done  le  m^me  que  celui  de  cet  arc. 

Aire  de  la  parabole,  —  Soil  J''=  ^px\  on  aura,  en 
considerant  Taire  comprise  entre  Taxe  des  x,  Vordonn^e  et 
Tare  partant  du  sommet, 

!2v!2/7     —  I  3^  2  i/ 2/?     i 

A=:— ^Y^*"^'*     Ax,  =  ya:/rfjr=  ^2^yx»d[r  =  — ^ — x*  j 


d'ou 


x.  =  |*,    j.  =  iy/^=ijr. 


149.  Aire  de  la  cy chide,  —  L'equation  de  la  cycloide 
rapportee  a  son  somnjct,  est 

/ a — r 

jc  =  \2ajr  — J-'  -I-  a  arc  cos ^  j 
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d'ou 


dx  I 


X 


En  considerant  Taire  comprise  entre  I'arc,  rordoniiee  el 
la  tangente  au  sommet^  qui  est  Taxe  des  x,  on  aura 


rj     I ;       ( J  -"  ^ )  V^2  ay  —  r*       a}  a — y 

A.=:zfdyJ9.ay — y""  =^-^ '-^ — ^ ^  H arccos 

On  aura  ensuite 


A  a:,  =  y  xdy  y  ^ay  —  y^ 


«— 7 


^=.  J dy  {'2  ay  —  J^)  4-  aJ^SLVCCos  dy^7.ay — y^* 

La  premiere  integrate  est  egale  a  ay^ —  *^«  Quant  a  la  se- 
conde,  nous  aurons,  en  integrant  par  parties, 


a^y 

a 


y  arc  cos dy  ^  2.ay  —  y^ 


a — rffr  —  a)  ^lay  —  r^       o^             a — rl 
=  arc  cos \- ^-^--* 1 arccos —  I 

—  \     \L i— L  ^ arccos -■  ^  —  I 


(  r  —  a\  sli ay — r'  a  — ^r       fl^  /  a  —  r 

=  ^-:- '-^ ^  arccos 1 I  arc  cos 

2  a  7.  \  a 


)■ 

V  4-  ~ 7  (  arc  cos "^  \   +  C 

4         2         4  \  a     } 


[y  —  a)^iar — j-^               «  — r 
=  vi ^-! ^ arc  cos ^ 

2  rt 


4-  -T     arccos \  — ~  -+-  —  H-  C. 

4  A  «     /         4         ^ 


256  LIVRE    I. 

Substituant  cette  expression  dans  la  valeur  de  Ati»  nous 
aurons 

A^,  =  — ^  -4-  f  AT'  —  %-  +  -^^^^ -^^—- — —  »••«  cos ^ 


fl3  /  «--r\» 

•7-  I  arccos —  ]  • 

4   \  ^     / 


La  constante  arbitraire  est  nulle,  en  considerant  comme 
egal  a  zero  Tare  dont  le  cosinus  est  1 . 

La  valeur  dej^j  sera  donnde  par  la  formule  suivante  : 

=  — i  [lay—r^Y  H — ^^1 ^,— ^^^ — ^  -h -7  arc  cos ^  • 

jTi  et  Yi  sont  done  determines. 

On  aurait  a  effectuer  des  integrations  du  m^me  genre, 
si  Toil  considerait  un  segment  place  difTeremment  par  rap- 
port a  la  cycloi'de. 

150.  Surfaces  de  rev^olution,  —  Soit  d'abord  la  surface 
sph^rique  engendr^e  par  le  cercle  dont  Tequation  est 

on  aura  entre  les  limites  Xq  et  x, 

A=  an  J'jrds=2TtK  J*da:=z  27rR(jc  —  .r,), 
A«i  =  ^v  Jxjrds=:  mJ'xVidx  :=  irR  (x'  —  x\); 

d'ou 

2 

151.  Considerons  maintenant  la  surface  engendree  par 
un  arc  de  la  parabole  ayant  pour  Equation 


I 
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tournant  autour  de  Taxe  des  x.  On  aura 


ydjr=:paxy      as  z=  ■  i— , 

Ax,  =  -J  fxjf^dx  v'F+T'  =  p  fx'dy  \fp+p 

Si  Taire  commence  a  parlir  du  sommet  de  la  parabole,  on 

aura 

_       2  7tp'  _  imp' 

3  i5 

152.  Considerons  encore  la  surface  de  revolution  engen- 
dree  par  la  cycloi'de  tournant  autour  de  sa  tangente  au  som- 
met^ son  aire  aura  pour  expression 

A_  ^ 

L^abscisse  de  son  centre  de  gravite  sera  donnee  par  Tequa- 
tion 

Ax,=  ^TT  J* xjrds  z=z  nity  aaj' xjr^  djr 

=  any/^a  \\xx^  —  l^fy'  dx  ) ; 
mais 


done 

I.  n 
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Si  Taire  commence  au  sommet,  on  a 

, 12,8  ira^ 

Xi  est  done  determine. 

Si  I 'on  fait  j^  =  2  a,  on.  trouve 

\6na^  8a 

o  i5 


Exemples  relatifs  aux  volumes. 

153.  Pyramide  triangulaire,  —  Prenons  Torigine  au 
spmmet  de  la  pyramide,  et.l'axe  des  x  perpendicnlaire  a  la 
base.  Soient  b  Taire  de  cette  base,  et  /*  la  hauteur  de  la 
pyriimide*,  on  aura 

,    ^  r\.    ^/'  \r     ^  r*  ,    ^^*' 

.  ^  Vo  3  ^'  Vo  4 

d'ou 

D'ailleurs  les  centres  de  gravite  des  sections  parall^Ies  a  la 
bascj  sont  en  ligue  droite,  et,  par  suite,  celui  de  la  pyramide 
est  sur  cetto  meme  droite,  qui  joint  le  sommet  au  centre 
de  gravite  de  la  base.  La  valeur  de  Xf  montre  qu'il  se  trouve 
aux  trois  quarts  de  cette  ligne  a  partir  du  sommet^  et 
comrae  on  a  choisi  une  base  quelconque,  le  centre  de  gra- 
vity d'une  pyramide  triangulaire  est  le  point  de  rencontre 
de  tbutes  les  lignes  qui  joignent  un  sommet  au  centre  de 
gravite  de  la  base  opposee. 

154.   Cdne  a  base  quelconque,  —  Si  Ton  considere  d'a- 
bord  une  pyramide  polygonale,  on  pent  la  'partagcr  en 
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pyramides  triangulaires,  et  Ton  reconnatt  sans  peine  que 
son  centre  de  gravite  est  sur  la  ligne  droite  qui  renferme 
ceux  des  sections  paralliles  a  la  base,  et  qu'il  se  trouve  aux 
trois  quarts  de  cett^  ligne  a  partir  du  sommet.  Cette  pro- 
position etant  independante  du  nombre  des  c6tes  dela  base, 
s^applique  a  un  cdne  dont  la  base  est  une  courbe  plane 
quelconque. 

155«  Paraboloide.  —  Soient 

les  Equations  des  deux  paraboles  principales,  et  considerons 
le  segment  determine  par  un  plan  perpendiculaire  a  I'axc 
principal.  Son  centre  de  gravity  sera  sur  cet  axe,  et  il  suffit 
de  trouver  son  abscisse. 
Or,  on  aura 

xdx  =  tr  sfpq  .  x% 


—  r 

.r,  ::=  air  ^ pq    I 

t/O 


Y.vtz='iit  s/pQ   I      x^dx=  -^!^^^x^ 


d'ou 


x^  __  -^  x» 


456*  EUipsoide. — Soit . V equation 


x"^ .       r"        z' 
a^        b^       c^ 


on  aura 


y=^f{a'-'X^)dx,      Yx,=:z'^f{a^^x^)xdx; 

d'od 


x. 


f  [a^  *—  a:')  xdx 
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Xi  esi  done  ind^peadant  des  axes  bj  c.  Si  I'on  fait  com- 
meucer  le  s^ment  a  partir  du  centre,  on  aura 


si  Ton  fait  j:  :^  a,  il  vient 


157.  Secteur  spherique.  —  Les  formules  que  nous  avona 
donnees  en  coordonnees  polaires  s^appliquent  avec  avan- 
tage  au  volume  engendre  par  un  secteur  circulaire  tournant 
autour  d'un  axe,  que  nous  choisirons  pour  axe  des  z.  On 
suppose  que  le  poids  specifique  p  depend  du  rayon  vecteur  p 
et  nuUement  des  angles  6  et  (p  :  si  les  limites  du  premier  de 
ces  angles  sont  Oq  et  6,  celles  du  second  o  et  a  77,  et  celles 
du  rayon,  Rq  et  R,  on  ti'ouvera 


P=27r(cOS0o —  COS0)    I       ffd^t 


\/ 


P«, 


=  7r(sin^0  —  sin'&o)    I     pfd^. 


On  ne  pent  effectuer  les  integrations  que  quand  on  con- 
nait  la  fonction  p,  Dans  le  cas  ou  p  est  constant,  on  a 

R3 R» 

P  =  2ir/i(cos0o  —  cos  9) r ^  9 

R< R* 

Pz,  =  7r/>(sin'©  — sin'Go) -. — -'^ 


d'ou 


—  3  (cos  e  +  cos  ^^)  (R<  —  R^) 
^'""  "  8(R«— RJ) 


STATIQUB.  u6 1 

Si  Ro  =  o  el  9o  =  o,  on  irouvc 

J?i= -g- (i-f-cosO). 


Equilibie  dun  fil  pesanL 

i58.  Chatnette,  —  On  appelle  ainsi  la  courbe  fonnee  par 
un  fil  flexible  dont  deux  points  sout  fixes,  et  qui  est  soomis  a 
Taction  seule  de  la  pesanteur.  Toutes  les  forces  etant  paral- 
l^les,  la  courbe  sera  comprise  dans  le  plan  vertical  passant 
par  les  deux  points  fixes  B  et  B^  Nous  prendrous  dans  ce 
plan  deux  axes  de  coordonnees  recta ngulaires,  dont  I'un  AY 
vertical  et  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Nous  sup- 
poserons  le  fil  liomogine,  et  nous  representerons  par  e  son 
poids  pour  Tunit^  de  longueur;  d'ou  il  suit  que  ts  sera  le 
poids  d'un  arc  de  longueur  s^  et  que  F on  aura 

X=o,     Y  =  — f. 
Cela  pose,  les  equations  generates  se  reduiront  a 

d*ou  I'on  dcduit  imm^iatement 

(•^      ^57  =  -^'     Tf  =  -  +  -',     £  =  -s  +  c'. 

La  premiere  de  ces  Equations  montre  que  la  composante 
horizontale  de  la  tension  est  la  m^me  en  tons  les  points. 
En  diff(6rentiant  cette  derni&re,  on'  trouve 


fix'  ~r  V      ^  (Ix^' 
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OU 

tip  g     , 

en  posaut 

dy 

On  obtient,  en  integrant  ceite  Equation, 

c 
d'ou 

ha 

c 


)D  4-  \/i +  />=*=  e 

R^solvant  par  rapport  a  p  et  le  remplacant  par  ~ » il  vient 


dx 


'—-  =  -'[    tf  ^  € 

dx        2 


el  la  troisi^me  des  equations  (i)  donne,  par  suite, 

ha 

3>  e  \  /         e 


dy 
en  integrant  -p>  on  obtient 

(ex                        jjr 
ha a 

Ci  etant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Las  quaire  con- 
stantes  c,  </,  Cj,  a  se  determineront  en  exprimant  que  la 
courbe  passe  par  les  deux  points  donnas,  et  a  une  longueur 
donnee,  et  que,  de  plus,  les  arcs  s  se  comptent  a  partir  du 
point  B'  par  exemple. 

Nous  prendrons^,  pour  plus  de  simplicity,  Torigine  des 
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coordonnees  en  B',  et  nous  designerons  par  a  eibles  coor- 
dorni^  de  B,  et  p«r  /  la  longueur  totale  du  fil  donn^. 

Faisant  successivement  a:  =  o,  j^  =  o,  puis  x=dyX=b 
dans  1 'equation  de  la  courbe,  on  obtient 


(If  ***       \ 


c         _  

28 


d'ou 


(3) 


L^^uation  qui  exprime  que  5  est  nul  pour  x  =  o  est 


tf*—tf"~«  =  2c', 


et  pour  que  5  soit  egal  a  /  pour  a:  =  a,  il  faudra  qu'ou  ait 

(ae  ae  \ 

'    -'     y-T' 

ou,  en  substituant  la  valeur  de  d  tiree  de  Tequation  prece- 
dente, 


(4) 


h« a  \ 


ajoutant  et  retranchant  les  equations  (3)  et  (4)9  il  vient 
ou 
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eliminant  a  entre  ces  deux  equations,  en  les  muhipliant 
membre  k  membre,  on  obtiendra,  en  prenant  les  raciaes^ 
carrees* 


as 
ou,  en  posant  —  =  ^5 


2C 


z  a 


La  valeur  de  s;  peut  se  determiner  par  Tintersection  de 
la  courbe  y  z=z  e* —  e"'  avec  une  droite  ayant  pour  equa- 
tion 

On  peut  encore  r^soudre  Tequation  en  x  par  la  methode 
ordinaire  des  substitutions  successives.  Connaissant  2,  et 
par  suite  c,  on  connaltra  a  au  moyen  d'une  quelconque  des 
deux  equations  qui  viennent  d^^tre  multipliees  entre  elles, 
ou  uiieux  encore,  au  moyen  de  Tequation  que  Ton  obtient 
en  les  divisant.  Cette  equation  donne,  en  prenant  les  loga- 
rithmes  de  ses  deux  membres, 

.    I  "^  h  as 

\.   =  2aH 

/  —  b  c 

Connaissant  a,  Tequation  e*  —  e"""  =  ac'  donnera  c'*,  et 
enfin  Cj  sera  connu  par  Tequation 


26 


159.   Les  constantes  etant  determinees,  il  est  facile  de 
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connaitre  ies  coordonn^es  du  point  le  plus  bas.  En  eflet, 
pour  ee  point  on  a 


dy  zx  go: 

---=:o,      (HI |-a  = a, 

ox  c  c 

d'ou 

gx  cot 

|-a=:o      et      j:= • 

c  e 

Si  Ton  prend  pour  axe  des  y  la  verticale  qui  passe  par 

ce  point,  il  suffira  de  changer  x  en  x ?  et  Tequa- 

tion  (2)  deviendra 


Le  second  membre  ne  changeant  pas,  quelque  signe  que 
I'on  donne  a  x,  il  s'ensuit  que  la  courbe  est  sym^trique  par 
rapport  a  Faxe  des  j^  c'est-a-dire  a  la  verticale  qui  passe 
par  le  point  le  plus  bas. 

Si  Ton  change  y  en  j^  -t-  Ci ,  c'est-a-dire  si  Ton  prend 
pour  origine.le  point  de  cette  verticale  qui  est  au-dessous 

du  point  B'  de  la  quantite  —  Cj,  et  que  Von  pose  -  =  m, 

r^quation  de  la  courbe  prend  la  forme  plus  simple, 


=?(■ 


X  X 

m     ,    _      m 


(5)  y  =  -\^^e 

Si  Ies  deux  points  B',  B  sont  a  la  m^me  hauteur,  on  a 

6=0, 

et,  par  suite, 

a 

2a  H =0; 

m 
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Tabscisse  — mix  du  point  le  plus  has  est  done  egale  a  -» 
comme  cela  etait  evident  k  priori.  L^equation  qui  deter- 
mine z  devient =  —  ?  et  celle  de  la  courbe  ne  dif- 

z  a 

ft  re  pas  de  Tequation  (5).  La  valeur  de  «  etant j  est 

egale  a  —  ^  ^  et  la  constante  c'  = sera  ^gale  a • 

100.  La  chalnette  jouit  de  la  propriete  remarquable,  que 
son  centre  de  gravite  est  situ^  plus  bas  que  pour  loule  autre 
courbe  isoperimetre,  ay  ant  les  monies  ex  tremites. 

En  effet,  I'ordonn^e  du  centre  de  gravity  du  perimitre  de 
Tune  quelconque  de  ces  courbes  est 


)Syd^\l 


et  Ton  doit  avoir 


/^^y/ 


les  limites  de  ces  integraies  etant  les  abscisses  des  deux 
points  de  suspension.  Or  la  recherche  du  minimum  de  la 
premiere  integrale,  en  ayant  egard  a  la  condition  exprimee 
par  cette  equation,  cobduit  a  I'equalion  d'une  chainette, 
comme  on  Ta  vu  dans  le  calcul  des  variations. 

161.  Nous  allons  demontrer  mainlenant  quelques  pro- 
prieles  geometriques  de  la  chainette.  L'equation 


^=^  {,«+-"' 
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donne  les  suivantes  : 


d'ou  Ton  conclut 


=i\/ 


d'x  _  i  ,  I ^^i^l 


Solent  R  le  rayon  de  courbure,  N  la  longueur  de  la  nor- 
male,  o)  rinclinaison  de  la  tangente  sur  Fhorizontale  \  on 
aura 

coSbi  m  m 

On  trouvera  encore 


ds  ^=  dx  ^/  I  -f-  -r-  =  'n  -r^  dx , 
V  d.nci'  dx"         ' 


d'oii 


dy 
dx 


en  prenant  le  point  le  plus  bas  pour  origine  des  arcs.  On 
deduit  de  la 

5-  dy^  Y^ 

h  I  =  -=--4-1  =  — ; 

ni"  dx^  /w= ' 

done 

m  etant  Fordonnee  a  roiigine. 
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On  obtient  encore  faciiement  les  formules  suivantes  : 

r  X  * 

c    = »       e         =  5 

m  m 

d'ou  Ton  tire  x  en  fonction  de^  el  5,  et  par  suite  en  fonc- 
tion  de  5,  puisqu'on  a 

162.  Si  du  pied  P  [fig-  43)  de  Fordonnee  d'un  point 
quelconque  M  de  la  chainette  on  abaisse  sur  la  tangente 
MQ  une  perpendiculaire  PQ,  on  aura 

PQ  =  y  cos«  =  m ; 
done 

Ainsi  le  point  Q  appartient  a  la  d^veloppante  de  la  chai- 
nette;  QP  est  la  tangente  a  cette  courbe  :  et  comme  sa 
longueur  est  m,  et  par  consequent  cpnstante,  cette  develop- 
pante  n'est  autre  chose  que  la  courbe  appel^e  tractrice. 

Pour  avoir  son  ^nation,  il  suffirait  done  d'exprimer  cette 
derni^re  condition,  qui  conduit  entre  les  coordonn^es  u,  r, 
a  Pequaiion 


(6) 


dti /m^ 


qu  on  integrerait  faciiement.  On  y  parviendrait  encore  par 
les  formules  qui  determinent  les  coordonn^es  du  point  Q 
de  la  developpante  d'une  courbe  quelconque,  en  exprimant 
que  MQ=5^  ces  formules,  qu^on  obtient  immediatement, 

sont 

X  =.  U'\-  s  cos  « ,     ^  =  p  -t-  sin  u , 


rn 


ou,  en  remarquant  que  cos  w  =  —  et  5  =  sj j^  —  m', 


tn    I — : m 


2 


'«     I — ; 1  rn 
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En  reportant  dans  I'equation  (5),  on  obtient 


•/« 


C'est  I'^uation  de  la  developpante.  On  la  mettra  sous  une 
forme  plus  simple  en  remarquant  qu'elle  est  r^ciproque  en 
prenant  pour  inconnue  rexponentielle.  On  trouvera  ainsi 

r— ,   m  ■+-  Jrn^ — p* 

u  -4-  drri^  —  p*  =:=  m  I  • > 

'  p 

comme  on  Paurait  obtenu  par  Fintegration  de  I'equa- 
tion (6).  Cette  courbe  est  symetrique  par  rapport  a  Taxe 
des  y  qu'elle  touche  en  B  (fig.  44}»  ©^  «  pour  asymptote 
Taxe  des  x. 

En  rempla9ant  u  et  i'  par  x,  y,  on  a  pour  equation  dif- 
ferenlielle  de  la  tractrice, 

dx ^m^  —  f^ 

J  I     ^rfx  =  —  I     dy\^m'  —  /^ 

Done,  si  Tondecrit  de  A  comme  centre  avec  m  pour  rayon, 
un  quart  de  cercle  ABC,  les  aires  BIN,  BMPA  seront  equi- 
valentes;  et  Faire  enti&re  comprise  entre  la  courbe  et  les 

axes  sera  egale  au  quart  de  cercle,  ou  a  -y-*  Si  Ton  cherche 

la  valeur  du  rayon  de  courbure  OM  ==  R,  et  de  la  uormale 
MU  =  N,  on  trouve 


d'ou 
et 


ayo  LITRE    1. 

d'ou 

R.N  =  TO% 

et  par  consequent  O  est  sur  la  perpendiculaire  a  AX,  elevee 
par  le  pied  T  de  la  tangente. 

j4utre  h/pothese  sur  la  force, 

163.  Examinons  maintenant  la  courbe  que  fbrmerait  Ic 
filsi  la  force  verticale  elail  proportionnelle  a  la  projection 
horizontale  de  Tare,  et  non  a  I'arc  lui-mfeme.  Ge  cas  est,  a 
peu  d^  chose  pres,  celui  des  ponts  suspendus. 

Soit  e  la  force  rapportee  a  une  projection  horizontale 
^gale  a  Tunite;  Yds  etant  la  composante  verticale  de  la 
force  appliqu^  h  Tare  ds  dont  la  projection  est  dx^  on  aura 

Yeis  ^=:  —  c  elx; 
et  comme  X  =  o,  les  equations  d'^quilibre  seront 


^•(^•^)-^'      ^•M)-'^-^^' 


d'ou 


ou 


—  ^^  dy  .        dr        g  , 

T  — =r,       T -f  =  c  j:  H- re',       -f  =  -  a- -h  cf, 
ds  as  ax        e 

c  et  (/  etant  deux  constantes  arbitraires. 

La  premiere  de  ces  equations  montre  encore  que  la  cpin- 
posante  horizontale  de  la  tension  est  cons  tan  te. 

Integrant  la  derniere,  et  prenant  pour  origine  Tun  des 
points  fixes,  on  aura 

r  =  —  x^  -i-  r'  X. 

7.C 

La  courbe  formee  par  le  fil  est  done  une  parabole  dont 
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Taxe  est  vertical.  Les  ooiistantes  c,  c^  se  determineront  eu 
exprimant  que  la  courbe  passe  par  le  second  poiat,  et  que 
sa  lougiieur  est  egale  a  une  iigne  donn^e.         ^ 

SupposoHS,  par  exemple,  que  les  deux  points  donnes 
soient  sur  utPs  m^me  horizontale;  soient  na  leur  distance, 
et  /  la  longueur  de  la  courbe. 

L'equation  de  la  courbe  sera  satisfaite  parjp=o,  j:=  aa, 
ce  qui  donne 

|-c'  =  o, 

c 

d'ou  ,  * 

^t  _« ^J2 

c 

et,  en  substituant, 

y=-  —  (x^  —  lax^y 

et  changeant  x — a  en  x, 


d'ou 

• 

w/,u-"'''-^f  ./'"-Ul/ 

1  -1 

Cette  equation  determinera  c,  et,  par  suite,  c' ;  elle  se  re- 
soudra  par  approximation,  et  le  calcul  sera  tres-simple 
dans  le  cas  ou  la  fl^che  de  Tare  compris  entre  les  deu:i 
points  fixes,  sera  tres-pelite  par  rapport  a  la  corde  ia.  En 

effet,  —  sera  tres-peiit,  et  Ton  pourra  developper  en  series 

tres-convergentes  les  differentcs  parties  du  second  mcmbre 
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de  Tequation.  On  aura  ainsi 


V 


a'e'  aU^ 


I  H -  =  H- 


C'  2C'' 


c,     fat  I         «*aM  .     a^^ 

•  a^  s'         ,  I  a  sfa 


164.  Dans  les  ponts  suspendus,  les  forces  ne  sont  pas  re- 
parties  sur  toute  Tetendue  de  ia  chaine,  mais  sont  appli- 
quees  a  un  nombre  limits  de  points  done  les  projections 
horizontaies  sont  equidistantes.  On  a  alors  un  polygone 
dont  les  sommets  jouissent  de  la  propriete  remarquable 
d'etre  situes  sur  une  m^me  parabole.  En  elTet,  designpns 
par  a  rinclinaison  d'un  c6t^  quelconque  sur  le  plan  hori- 
zontal, par  m  la  tension  horizontale^  supposons  qu'il  y  ait 
un  c6t^  horizontal,  et  prenons  son  milieu  pour  Porigine 
des  coordonnees.  Soit  £  la  somme  des  poids  repartis  dans 
Funit^  de  longueur,  de  sorte  qua  chaque  sommet  soit 
appliqu^  un  poids  e  Ax.  Soit  ^y  la  difference  des  ordon- 
nees  de  deux  sommets  consecutifs  correspondante  a  la  diffe- 
rence constante  Ax  de  leurs  abscisses*,  nous  aurons,  en 
designant  par  x  Fabscisse  de  Textremite  gauche  du  c6te, 


c  (  jr 


tang  a  =  — ^ et    tang  a  =  — =- 

m  A  a? 


ihtne 


En  effet,  le  poids  depuis  Torigine  jusqu'au  (n+  i) 

sommet  sera  [n  ■+- 1)  £  Ax,  et  comme  x  = f-  /i  Ax,  ce 

poids  sera  (x -4-7  Ax)  e-,  et  Tinclinaison  duc6te  qui  part 
de   celte  valeur  de  x,  aura  pour  tangente  -^^ -t 


d'apres  la  theorie  du  polygene  funiculairc.  On  aura  done 


el,  par  suite, 


m 


2m 


AjT 
Or  X  =  —  donne  r  =  o :  done 


6  A  J?' 


el,  par  consequent, 


2 


Ax 


2 


TV 


eqviation  d'une  parabole  dont  le  sommet  est  sur  la  verllcale 
menee  par  le  milieu  du  c6te  horizontal,  et  renferme  tous 
les  sommets  du  polygone  si  lues  de  part  et  d'autre  du  c6te 
horizontal.  U  en  serai t  de  m^me  s^il  n'y  avait  pas  de  cote 
horizontal. 

Auires  exemples  de  sjrslimes  flexibles  en  Squilibre. 

i65.  Cherchons  encore  la  courbe  formee  par  une  voile 
flexible^  soumise  a  Faction  du  vent.  Nous  supposerons  que 
cette  voile  soit  rectangulaire,  que  deux  c6t^s  opposes  soient 
fixes  et  perpendiculaires  a  la  direction  du  vent ;  et  nous 
partirons  de  la  loi  suivante,  que  la  pression  d'un  fluide  en 
mouvement  sur  un  ^l^ment  fixe  d'une  surface  est  propor- 
tionnelle  a  I'^tendue  de  sa  surface  et  au  carr^  de  la  vitesse 
du  fluide  estimee  dans  le  sens  de  la  normale  a  cet  Element. 

D'apres  cela,  si  Ton  fait  une  section  dans  la  voile  par  un 
plan  perpendiculaire  aux  c6tes  fixes,  on  aura  nne  courbe 
dont  on  pourra  considerer  tous  les  ^l^ments  comme  solli- 
I.  18 
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cit^s  par  des  forces  normales  proportionnelles  a  leurs  lon- 
gueurs et  aux  carres  des  cosinus  des  angles  formes  par  la 
direction  du  vent  avec  la  normale  k  la  courbe.  Done,  d^a- 
pris  les  propositions  demontrees  n^*  96  et  i61,  cette  courbe 
sera  une  chainette,  pourlaquelle  la  pesanteur  agirait  dans 
le  sens  m^me  du  vent. 

Si,  au  lieu  d'un  courant  d'air,  on  avait  un  gaz  en  ^ui- 
libre,  la  pression  serai t  normale^  et  egale  pour  des  Elements 
^gaux.  Done,  d^apr^s  le  n^  96^  la  courbe  s^ait  alors  un 
arc  de  cercle. 


1 
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CHAPITRE  XL 

DE  LA  FORCE  DE  FROTTEMENT. 


466.  Dans  la  recherche  des  conditions  d'equilibre,  nous 
avons  toujours  suppose  que  les  courbes  ou  surfaces  fixes  ne 
pouvaient  donner  naissance  qu'a  des  forces  normales.  Mais 
il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  realite ;  et  Texp^rience  prouve 
que  la  resistance  d'une  surface  ou  d'une  courbe  pent  de- 
truire  non-seulement  des  forces  normales  quelconques, 
mais  encore  des  forces  tangentielles  comprises  entre  cer- 
taines  limites.  Ces  demi&res  sont  d*autant  moindres  que 
les  surfaces  en  contact  sont  plus  polies,  et  Ton  peut  suppo- 
serqu'ellesn'existeraient  pas  si  ces  surfaces  etaient  entie- 
rement  depourvues  d'asperites,  comme  nous  les  avons  sup- 
poshes  dans  tout  ce  qui  precede. 

Lps  circonstances  dans  lesquelles  nous  nous  placions  se 
rapportent  done  en  quelque  sorte  a  un  cas  limite  qui  ne  se 
rencontre  jamais  rigoureusement  dans  la  nature;  et  il  est 
necessaire,  pour  les  applications  pratiques,  d'etudier  les 
modifications  qu'apporte  aux  conditions  d'equilibre  Tintro- 
duction  de  ces  nouvelles  forces,  que  nous  designerons  sous 
le  nom  de  forces  Aefrottement. 

Les  lois  que  suivent  ces  forces  ne  peuvent  ^tre  d^duites 
que  de  Texperience,  et  nous  allons  faire  connaitre  les  re- 
sultats  gen^raux  auxquels  elle  a  conduit. 

Lorsqu'un  corps  en  contact  avec  un  plan  par  tous  les 
points  d'une  face  plane,  est  press^  contre  ce  plan  par  une 

i8. 


>  » 
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certaine  force,  ou  ne  peut  le  mettre  en  mouvemeiii  par  le 
mo'yen  d'une  force  situee  dans  le  plan,  qne  lorsqu^elle  de- 
passeune  certaine  limite.  Cette  limite^  qui  n*atteint  sa  plus 
grande  valeur  que  quand  le  contact  a  dure  un  certain 
temps,  est  la  mesure  de  la  force  de  frottement  que  peut 
produire  la  pression  du  corps  contre  le  plan.  Mais  cette 
force  nese  developpe  que  lorsque  Ton  sollicite  le  corps  par 
une  force  qui  a  une  composanle  situee  dans  le  plan  de  con- 
tact, et  elle  est  ^gale  et  opposee  a  cette  derniire,  taut  que 
le  corps  ne  se  met  pas  en  mouvement.  Elle  peut  done  va- 
rier  arbitrairement  quant  a  sa  direction  et  son  intensite; 
elle  n'est  assujettie  qu'a  6tre  situee  dans  le  plan  de  contact, 
et  a  ne  pas  depasser  la  limite  dont  il  a  ete  question  (out  a 
Fheure,  et  qui  doit  £tre  le  seul  objet  de  nos  recherches. 
Ajoutons  qu'elle  se  rapporte  au  cas  ou  Ton  fait  prendre  a 
tous  les  points  du  corps  un  mouvement  parallel e  et  egal. 

Le  frottement  dVn  corps  peut  d^truire  non-seulement 
une  force  unique,  mais  un  nombre  quelconque  de  forces 
r^ductibles  ou  uon  a  une  seule-,  les  forces  qu'il  represente 
sont  done  dependantes  de  celles  que  Ton  fait  agir  dans  le 
plan  de  contact. 

Cela  pose,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  determi- 
nation de  la  force  maximum  que  le  frottement  peut  de- 
truire,  et  que  nous  prendrons  pour  mesure  du  frottement 
lui-m^me. 

Or,  Texp^rience  a  d^montre  que  : 

i"  La  force  de  frottement  varie  proportionnellement  k 
la  pression,  toutes  les  autres  circonstances  restant  les 
m^mes ; 

2?  Elle  ne  depend  pas  de  Tetendue  de  la  surface  en 
contact,  pourvu  qu'elle  ne  renferme  pas  de  pointes  ou  d'a- 
r^tes,  mais  seulement  de  la  nature  et  du  poli  des  deux  sur- 
faces ; 

3^  Lorsque  Tun  de  ces  corps  glisse  sur  Tautre,  la  force 
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de  frottement  est  independante  de  la  loi  du  mouvemeot  ^ 
elle  est  deiermiDee  en  grandeur  par  la  pression  et  la  nature 
des  surfaces  :  et  sa  direction  est,  pour  chacun  des  deux 
corps,  en  sens  contraire  de  sa  Titesse  relative. 

On  con^oit  facilement  comment  les  deux  premieres  lois 
ont  pu  ^tr0  reconnues.  En  posant  un  corps  sur  un  plan 
horizontal  et  le  tirant  par  un  cordon  horizontal  passant  sur 
une  poulie  de  renvoi,  et  a  Textremite  duquel  on  appliquait 
des  poids  connus,  on  a  pu  determiner  avec  pr^ision  le 
poids  le  plus  faible  qui  met  le  corps  en  mouvement ,  et  qui 
mesurera  la.  force  de  frottement.  En  chargeant  le  corps  de 
divers  poids,  on  a  determine  les  nouvelles  valeurs  de  ceux 
qui  determinent  le  mouvement,  et  Ton  a  reconnu  que  leurs 
rapports  a  ceux  qui  mesurent  la  pression  ^taient  toujours 
les  m^mes. 

En  diminuant  la  surface  en  contact,  ou  en  posant  le  corps 
sur  les  differentes  faces  ^galement  polies,  on  a  encore  re- 
connu que  le  rapport  du  frottement  a  la  pression  ^lait  le 
m^me.  Ces  experiences,  rep^tees  un  grand  nombre  de  fois, 
et  sur  des  corps  tris-varies,  out  toujours  conduiiaux  mimes 
consequences. 

Ce  rapport  du  frottement  a  la  pression,  qui  ne  varie 
qu'avec  la  nature  des  substances,  est  designe  sous  le  nom 
de  coefficient  du  frottement. 

Quant  a  la  troisi^me  loi,  elle  a  et^  demontree  par  des 
experiences  dont  Tinterpr^tation  exige  quelques  notions  de 
dynamique.  Ces  details  trouverqpt  mieux  leur  place  dans 
un  coursde  machines,  et  nous  nous  bornerons  a  Tenoned 
de  cettc  loi. 

167.  Angle  du  frottement,  —  Si  un  corps  soumis  a  la 
seule  action  de  la  pesanteur  repose  sur  un  plan  horizontal 
par  une  face  plane,  et  qu'on  fasse  tourner  ce  plan  autour 
d^une  droile  horizontale,    le  corps  commencera  k  glisser 
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quand  rinclinaison  du  plan  aura  atteint  une  certaine  va- 
leur,  qu  il  est  facile  de  determiner. 

Soient,  en  effet,  P  le  poids  du  corps  et  a  Tinclinaison  du 
plan  mobile  sur  le  plan  horizontal ;  la  pression  du  corps 
sur  le  plan,  ou  la  composante  de  son  poids  perpendieulaire- 
ment  a  ce  plan,  sera  Pcosa^  et  la  composante  parallile 
aura  pour  valeur  Psinoe. 

Lorsque  rinclinaison  variable  a  aura  atteint  la  valeur 
particuli^e  [i  pour  laquelle  le  coi^is  commence  a  glisser, 
la  force  de  frottement  sera  precisement  ^ale  a  la  compo- 
sante parallele  au  plan  incline;  et  si  Ton  d^igne  parole 
rapport  du  frottement  a  la  pression,  on  aura 

^      puna 

pcos^  ^ 

Ainsi  tons  les  corps  de  m^me  nature  et  egalement  polls,  et 
generalement  tous  ceux  qui  auront  le  mftme  coefficient  de 
frottement  relativement  au  plan  mobile,  commenceront  a 
glisser  sous  un  m^me  angle  dont  la  tangiente  trigonome-* 
trique  est  egale  au  coefficient  du  frottement,  et  que  Ton 
designe  sous  le  nom  ii  angle  du  frottement, 

Cette  experience  peut  aussi  servir  a  demon trer  les  deux 
premieres  lois  du  frottement.  £u  placant  sur  un  plan,  mo* 
bile  autour  d'une  horizontale,  un  corps  dont  les  differentes 
faces  planes  sont  egalement  polies,  on  reconnatt  qu41  com- 
mence a  glisser  pour  une  mcuie  inclinaison  du  plan,  quelle 
que  soit  Taire  de  la  face  de  contact,  et  quel  que  soit  le 
poids  doni  on  surcharge  le  corps.  On  conclut  de  la  que, 
lorsque  la  nature  etle  poli  des  surfaces  ne  changent  pas,  la 
force  de  frottement  est  proportionnelle  a  la  pression  et  iu- 
dependante  de  Tetendue  de  la  face  de  contact.  L^angle  sons 
lequel  le  glissement  commence,  determine  le  coefficient  du 
frottement,  qui  en  est  la  tangente  trigonometrique. 
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168.  £quHibre  dun  corps  presse  centre  un  plan  par 
une  force  oblique,  —  Solent  P  {fig^  45)  une  force  appli- 
quee  k  un  corps  M^  A  le  point  ou  sa  direction  rencontre  la 
face  de  contact,  et  9  I'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  AN. 
La  pression  du  corps  contre  le  plan  sera  PcosO;  le  fiot- 
tement  sera  exprime  par/Pcos5,yetant  le  coeflBcient  du 
frottement  *,  et  la  force  dans  le  plan  Gxe,  qui  tend  a  mettre 
le  corps'' en  mouvement,  est  egale  a  Psin9.  U  y  aura  done 
equilibre  si  Ton  a 

PsiiiO<yi>cos©, 
ou 

tange  </. 

Ainsi,  I'^quilibre  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  force  P, 
pourvu  qu^elle  fasse  avec  la  normale  un  angle  qui  ne  soit 
pas  sup^rieur  a  Tangle  du  frottement. 

Au  reste,  le  cas  que  nous  venous  d'examiner  ne  difiSre 
du  precedent  qu'en  ce  que  la  force  P  est  de  direction  et 
de  grandeur  quelconque,  au  lieu  d'etre  le  poids  m^me  du 
corps. 

169,  Equilibre  du  levier  en  nyant  egard  au  frottement, 
—  Consid^rons  un  levier  pose  sur  un  autre  corps,  de  sorte 
que  le  point  d'appui  ne  soit  pas  li^  invariablement  ayec 
lui  5  et  supposons-le  soUicite  par  deux  forces.  Hlles  peuvent 
d'abord  etre  remplacees  par  des  forces  egales  et  paralliles 
appliqu^es  au  levier  au  point  d'appui,  et,  de  plus,  k  deux 
couples.  S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  il  faudrait  que  les 
couples  se  detruisissent  et  que  la  r^sultante  des  deux  forces 
transportees  au  point  d'appui  fut  normale  k  la  surface  r^- 
sistante.  Mais,  s'il  pent  exister  un  frottement  entre  les 
deux  corps,  il  se  composera  avec  les  deux  forces  appliquees 
comme  lui  au  levier  en  son  point  de  contact  *,  il  faudra  done 
encore  que  les  deux  couples  se  detruisent.  Mais  il  ne  sera 
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plus  necessaire  que  les  forces  transportees  au  point  d'appui 
donnent  une  resultante  normale  a  la  surface;  il  suffira  que 
cette  resultante  fasse  avec  la  normale  un  angle  inferieur  ou 
^gal  a  Tangle  du  frottement, 

1 70,  tlquilibre  d*un  corps  qui  peut  tourner  autour  dun 
axe  fixe.  —  Considerons  maintenant  un  corps  solide  perce 
d'un  trou  cylindrique,  au  travers  duquel  passe  uir  cylindre 
fixe  d'un  diametrc  a  peu  pres  ^gal.  Supposons  ce  corps  sol- 
licit^  par  deux  forces  situees  dans  un  plan  perpendiculaire 
^  Taxe  du  cylindre,  etchercbons  les  conditions  d'equilibre, 
en  ayant  egard  a  la  force  de  frottement.  Concevons  que 
tout  le  syst6me  soit  reduit  a  la  section  par  ce  plan  perpen- 
diculaire, ou,  en  d^autres  termes,  que  le  corps  n'ait  pas 
d'epaisseur  sensible. 

Soit  C  {Jig*  46)  1^  point  de  contact  du  cercle  fixe  ayant 
son  centre  en  O,  et  du  cercle  mobile  appartenant  au  corps. 
II  doit  y  avoir  ^quilibre  entre  les  deux  forces  donn^es  P,  Q 
et  la  force  de  frottement  F  appliquee  en  C  tangentielle- 
ment  au  cercle.  II  est  done  necessaire  et  suffisant  que  les 
deux  forces  P,  Q  aient  une  resultante  passant  en  C  et  faisant 
avec  la  normale  un  angle  moindre  que  celul  du  frottement. 

Ainsi,  lorsque  les  forces  donn^es  a uront  une  resultante 
qui  passera  par  un  point  quelconque  C  du  cerrle  apparte- 
nant au  corps,  et  fera  avec  sa  normale  un  angle  egal  ou  in- 
ferieur a  celui  du  frottement,  le  corps  sera  eii  equilibre  si 
Ton  fait  en  sorte  que  le  contact  avec  le  cercle  fixe  ait  lieu 
au  point  C. 

En  considerant  le  cas  extreme  ou  Tequilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  resultante  R  des  forces  P  et  Q  fait 
avec  la  normale  au  cercle  un  angle  egal  a  Tangle  du  frotte- 
ment^ la  pression  normale  exercee  sur  le  cylindre  fixe  est 

R 

la  projection  de  la  resulianle  R  sur  le  rayon,  ou    .  ■         \ 
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die  est  done  toujours  moindre  que  la  r^sultante  -R.  La 
force  t^ngentielle  applicp^e  au  cylindre  fixe  s'obtiendra  en 
multipliant  la  pression  par  le  coefficient  J\  et  sera,  par 

consequent,  ^gale  a  —==  •  Leur  resultante  ne  sera  autre 

chose  que  R,  comme  cela  devait  6tre  evidemment^  puisque 
la  resultante  R  des  forces  donn^es  est  detruite  par  la  resis- 
tance du  cylindre  fixe. 

171.  Equilibre  d'un  corps  surun  plan  incline.  —  Sup- 
posons  un  corps  pesant  pose  sur  un  pldn incline  k  Thorizon, 
et  soUicite  par  une  force  P  comprise  dans  le  plan  vertical, 
passant  par  le  centre  de  gravite  du  corps,  et  la  normale  au 
plan  incline.  Reduisons  tout  le  syst&me  a  la  section  faite 
par  ce  plan,  et  cherchons  la  condition  d'equilibre  en  tenant 
compte  du  frottement. 

Soient  IV  (Jig*  4?)  1*  verticale  menee  par  le  centre  de 
gravite  du  corps,  PI  la  direction  de  la  force  P,  Q  le  poids 
du  corps,  et  a  Tinclinaison  du  plan  LA  sur  le  plan  horizon- 
tal AB;  il  faut  exprimer  que  leur  resultante  est  detruile 
par  la  resistance  normale  du  plan  AL  et  par  le  frottement. 
En  designant  par  9  Tangle  de  la  force  P  avec  le  plan  incline, 
la  pression  exercee  sur  ce  dernier  sera  egale  a 

Qcosa  —  PsinO, 

6  eiant  considere  comme  positif  au-dessus  de  la  direction 
AL,  et  comme  negatif  au-dessous.  Si  Tequilibre  est  au  mo- 
ment de  se  rompre,  la  force  de  frottement  sera  egale  a 

y  (Qcosa  —  Psin6); 

mais,  en  general,  elle  en  sera  une  fraction  quelconque  ft. 
La  composante  tolale  dans  le  sens  du  plan  sera 

Q  sin  a  —  P  cos  0 ; 
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et  pour  que  l^equilibre  ait  lieu,  il  est  necessaire  et  suffi- 
saat  que  cette  expression,  positive  ou  negative,  sfitegale 
a  la  force  de  frottement  ]  ce  qui  s^exprimera  par  T^uation 
suivante  : 

Qsina  ■ — PcosO  = //(Qcosa  —  PsinO), 

k  etant  compris  entre  —  i  et  4-  i ,  et  devenaut  —  i  ou  4- 1 
dans  le  cas  ou  Tequilibre  est  sur  le  point  de  se  rompre, 
soitdans  un  sens,  soifdans  Fautre. 
On  tire  de  cette  equation 

Q(sina — Afcosct) 
eosG  —  A/nmQ 

Si  Ar=o  et  (?=:o,  on  relombe  sur  Texpression  connue 

P=  Qsina, 

472,  Cherchons  la  direction  dans  laquelle  il  faut  faire 
agir  la  force  P  pour  oblenir  le  plus  d^avantage  possible,  en 
supposant  le  corps  pr^t  a  glisser*,  et,  pour  cela,  cherchons 
la  valeur  de  0,  qui,  en  supposant  ft=  i ,  donne  le  minimum 
de  P  ou  le  maximum  du  denominaleur,  Les  deux  pre* 
mitres  derivees  de  ce  dernier,  par  rapport  a  0,  ont  pour 
expressions 

—  sin0 — ycosO, 

et 

—  cos  9  4- /sin  9, 

En  egalant  la  premiere  a  zero,  on  trouve 

tang0  =  — /; 

d'ou  il  suit  que  la  force  P  doit  etre  dirig^e  en  dessous  du 
plan,  et  faire  avec  lui  un  angle  ^gal  a  Tangle  du  frotte- 
ment. La  seconde  deriv^e  se  reduit  alors  a 

—  cos©(r4-/'); 
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elle  est  done  negative  pour  ceite  valeur  de  6;  d'ou  il  suit 
qUe  le  denominateur  de  P  est  maximum,  et,  par  suite,  P 
niinimuui. 

On  pourrait  encore  ehercher  Finclinaison  9,  qui  donne 
la  plus  petite  valeur  de  P,  propre  a  faire  remonter  le  corps. 
II  faut  alors  supposer  k  =  —  i ,  et  ehercher  le  minimuni  de 

— TT-r-rr  ou    le   maximum  de  cosfl -H-fsinS.   On  en 

tire 

—  sinQ -nycosO  =  o,     tangQ  =y*j 

ce  qui  montre  (jue  la  force  doit  etre  dirigee  au-dessus  du 
plan  incline  et  faire  avee  lui  un  angle  egal  a  Tangle  du  frot- 
tement,  quelle  que  soil  son  inclinaison  a. 

Get  angle,  qui  est  le  plus  favorable  a  la  traction  d'un 
corps  pesant  sur  un  plan  quelconque,  porte  le  nom  d'' angle 
de  traction  ;  et,  eomme  nous  venons  de  le  prouver,  il  n'est 
autre  que  Tangle  du  frotiement. 

Nous  ne  nous  elendrons  pas  da  vantage  sur  la  theorie  du 
frotteinent.  Nous  n'avons  voulu  que  donner  une  idee  de  la 
maniere  dontles  forces  de  cette  espece  modifient  les  condi- 
tions de  Tequilibre:  ce  qui  est  de  la  plus  haute  importance 
dans  les  applications.  Nous  renvoyons,  pour  de  plus  grands 
details,  aux  Traites  speciaux  sur  les  machines. 
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CHAPITRE  Xn. 

APPLICATION  DE  LA  COMPOSITION  DES  FORCES 
A  ^ATTRACTION  MUTUELLE  DES  CORPS. 


173.  L'ensemble  des  phenomenes  celestes  nous  conduira 
plus  tard  a  admetlre  que  les  molecules  des  corps  s'attirent 
proportionnellement  a  leurs  masses,  et  en  raison  inverse 
du  carr^  de  leur  distance.  II  est  done  convenable,  pour 
preparer  a  Tetude  des  di  verses  questions  relatives  au  sys- 
time  du  monde,  de  calculer  quelques  effets  de  Tattraction 
des  corps;  et  nous  considererons  plus  particulierement 
ceux  dont  la  forme  se  rapproche  le  plus  de  celle  que  nous 
presentenl  les  corps  celestes. 

]Yous  allons  nous  proposer  d'abord  de  calculer  Taction 
mutuelle  de  deux  spheres  composees  de  couches  concentri- 
ques  honiogenes,  mais  dont  la  nature  pent  d^pendre  de 
leur  distance  au  centre.  Nous  supposons  que  tons  les  points 
de  Tune  attirent  chacun  des  points  de  Fautre,  de  mani^re 
que  Taction  et  la  reaction  soient  egales;  en  sorte  que,  si 
Ton  joignait  deux  points  par  une  droite  inflexible,  Taction 
mutuelle  de  ces  points  ne  produirait  aucun  mouvement. 
Cette  action  pent  changer  suivantune  loi  quelconque,  avec 
la  distance  des  deux  points ;  nous  supposerons  ici  qu'elle 
varie  en  raison  inverse  du  carre  de  la  distance. 

Si  nous  concevons  que  toute  la  mati^re  qui  compose 
Tuuite  de  la  masse,  tant  de  Tune  que  de  Tautre  substance, 
soit  reunie  eu  un  meme  point,  Sans  que  rien  soil  change 
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dans  son  action,  el  que  ccs  deux  points  soienl  places  a  I'uuite 
de  distance  Tun  de  Tautre,  ils  produiront  Tun  sur  l*autre 
une  force  attractive  egale,  que  nous  designerons  par  y,  et 
qui  est  une  des  donnees  necessaires  de  la  question.  En  la 
joignant  avec  I'hypolh^se,  que  tons  les  points  s'attirent  mu- 
tuellementenraisondirecte  des  masses  et  en  raison  inverse 
du  carr^  de  la  distance,  la  question  est  completement  de- 
lerminee. 

Si  Ton  considere  d'abord  Taction  mutuelle  de  deux  ele- 
ments inflniment  peths  dm^  dm\  on  peut  considerer  les 
distances  de  leurs  differents  points  comme  egales  a  Tune 
quelconque  d'entre  xelles,  que  nous  designerons  par  u. 
Toutes  les  parties  egales  exercant,  par  hypothise,  une 
m6me  action  sur  un  m^me  point,  a  la  m^me  distance,  la 
matiere  comprise  dans  la  masse  dm  exercera  sur  dm'  une 
action  qui  sera  dans  le  rapport  de  dm  \  i  avec  celle  qu'exer- 
cerait  sur  dm^  la  matiere  renfermee  dans  Tunite  de  masse, 
el  concentree  au  point  ou  se  trouve  dm,  Cetle  derniire  ac- 
tion sera  dans  le  rapport  de  dm'\i  avec  celle  qui  aurait 
lieu  si,  au  lieude  dm\  on  substituait  Tunite  de  masse  con- 
centree au  m^me  point.  Mais  cette  nouvelle  action  est  a 
celle  que  nous  avons  representee  par^',  dans  le  rapport  de 
I  :u*.  Done,  Taction  des  deux  elements  dm,  dm'  sera  ex* 

primee  par 

fdmdm' 


u^ 


en  negtigeant  la  quantile  infiniment  petite  d'un  ordre  su- 
perieur,  qui  provient  de  la  difference  des  valeurs  de  «,  el 
qui  ne  changera  pas  les  limites  des  sommes  des  elements 
dans  lesquels  cetle  expression  entrerait  comme  facteur. 

174.  Cela  pos^,  considerons  une  couche  spherique  d'une 
densile  egale  a  p,  d'une  epaisseur  infiniment  petite,  dont  le 
fentre.est  en  O,  etqui  est  comprise  entre  les  surfaces  sphe- 
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intcrieure  et  celle  de  la  surface  spherique  concentrique 
qui  passe  par  ce  point. 

II  resulte  de  la  que  raction  d'une  sphere  entiere  sur  un 
point  de  son  interieur  est  bornee  a  raction  de  la  sphere  con- 
centrique dont  la  suY*face  passe  par  ce  ][K)int. 

Dans  1e  cas  ou  toules  les  couches  sont  de  m^me  nature, 
si  R  designe  le  rayon  de  la  sphere  et  /*  la  distance  du  point 
que  Ton  considere  au  centre,  Taction  de  la  sphere  sera 

I  Tt^frdm'\ 

elle  ne  depend  plus  de  B,  et  est  proportionnelle  a  la  dis- 
tance au  centre. 

175.  Rien  n'est  plus  facile  maintenant  que  de  calculer 
Taction  mutuelle  de  deux  spheres  ext^rieures  Tune  a  Tautre. 
D'abord,  Taction  de  Tel^ment  dwl  sur  la  premiere  sphere 
^tant  egale  ct  contraire  a  celle  de  cette  sphere  sur  ^/i/, 
puisque  toutes  les  actions  el^mentaires  qui  les  composent 
Tune  et  Tautre  sont  egales  et  contraires,  par  hypothese,  il 
s^ensuit  que  la  resultante  des  actions  de  la  premiere  sphere 
sur  tous  les  elements  dm'  qui  composent  la  seconde,  sera 
egale  et  contraire  a  la  resultante  de  toutes  les  actions  des 
elements  de  la  seconde  sur  la  premiere;  c'«st-a-dire  que  les 
actions  des  deux  spheres  Tune  sur  Tautre  sont  egales  et 
contraires. 

Or,  d'apr^s  ce  qui  precede,  Taction  de  drri  sur  la  pre- 
miere sphi&re  est  la  m^me  que  si  toule  la  matiire  qui  la 
compose  etait  reunie  en  son  centre.  La  question  revient 
done  a  calculer  Taction  de  la  seconde  sphere  sur  ce  point  \ 
mais  il  est  prouve  qu'elle  est  la  m^me  que  si  toute  la  ma- 
tiire  de  la  seconde  etait  reunie  en  son  centre  5  d'ou  Ton 
conclut  que  .*  ,?,  vAV: 

DeiiX  spheres  composees  de  couches  homogenes  quel-- 
conques,  dont  tous  les  points  s^attirent  proportionnelle^ 
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nient  aux  masses  el  en  nu'son  inverse  du  carre  de  la  dis" 
tanccj  exercent  Fune  sur  V autre  la  mSme  action  que  si  la 
matiere  dont  chacune  d^elles  est  composee,  etait  rcunie  en 
son  centre. 

La  m^me  proposition  a  evidemment  lieu  pour  deux 
spheres  creuses  composees  de  m^me  de  couches  homo* 
gines*  , 

On  peut  demontrer  tris-sim piemen t  que  les  actions  excr- 
etes par  tous  les  points  d'une  couche  spherique  homogene 
et  infiniment  peu  ^paisse,  sur  un  point  dc  rinierieur,  se 
detruisent. 

En  eflfet,  soient  O  [fig-  49)  Je  centre  de  la  surface  inte- 
rieure  de  la  couche,  OB  son  rayon,  et  A  le  point  int^rieur 
que  Ton  consid^re.  Menons  par  OA  un  plan  quelconque, 
et  soient  M  et  N  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  la 
circonference  suivant  laquelle  il  coupe  la  sphere;  tirons  les 
droit^s  MAM',  NAN',  MN,  M'N'  :  les  triangles  AMN, 
AM'N^  seront  semblables.  Si,  maintenant,  on  fait  tpurner 
le  plan  autour  de  OB,  les  cordes  ou  les  arcs  MN,  M'N'  en- 
gendreront  des  surfaces  qui,  multipli^es  par  I'epaisscur 
infiniment  petite  de  la  couche,  seront  des  ^l^ents  de  son 
volume ',  or  les  actions  de  ces  deux  elements  sont  egalcs  et 
contraires,  car  elles  sont  proportionnelles  aux  surfaces  en- 
gendrees  par  MN  et  M'N',  et  en  raison  inverse  des  car  res 
des  distances;  il  suflit  done  de  prouver  que  ces  surfaces 


— 1 


sont  en  raison  directe  de  AM  ,  AM'  ,  ce  qu'on  reconnait 
facilement  en  observant  qu'elles  sont  proportionnelles  aux 
produits  des  arcs  generateurs  par  leurs  distances  a  Taxe, 

et  que  ces  produits  sont  dans  le  rapport  de  AM  :  AM' , 
a  cause  de  la  similitude  des  tri^ingles. 

176.  jiutreloi  d" attraction.  —  Si  Ton  suppose  Taction 
de  deux  points  proportionnelle  a  leur  distance,  on  peut 
I.  19 
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facilement  calculer  I'attraction  d'un  corps  de  figure  quel- 
conque  sur  un  point  pla£^  arbitrairement. 

Prenons,  pour  cela,  trois  axes  reclangulaires  se  coupant 
au  centre  de  gravite  du  corps  attiraut,  et  faisons  passer 
I'axe  des  x  par  le  point  attir^.  Soient  x,  y^  z  les  coordon- 
nees  d'une  molecule  quelconque  dm  du  corps,  a  la  dis- 
tance de  la  molecule  attiree  dm'  a  rorjgine;  les  trois  com- 
posantes  de  Fatt^aclion  de  dm  seront 

f(x  —  ajdmdm'j    fydmdm!^    fzdmdm\ 

Si  Ton  fail  la  somme  de  ces  valeurs  el^mentaires,  en  pre- 
nant  pour  dm  successivement  tous  les  elements  du  corps, 
et  que  Ton  observe  que,  d'apr^s  les  propriet^s  du  centre 
de  gravite,  on  a 

"Lxdm  =  o, 

l,ydm  =  o, 

2  z  dm  =  o , 

on  trouvera  que  les  composantes  de  Tattraction  totale,  pa- 
rallMes  aux  axes  des  z  et  des  j^,  sont  nulles ;  et  que  la  troi- 
sieme,  qui  est  U  resultaute,  a  pour  valeur  — f^ccdm', 
M  design  ant  la  masse  totale  du  corps,  ou  du  systime  quel- 
conque de  points  attirants,  D'ou  Ton  conclut  que,  dans 
la  loi  supposee,  Vattraction  dun  systeme  quelconque  de 
points  sur  un  point  situe  d'une  manihre  quelconque,  est  la 
m^me  que  si  toute  la  masse  attirante  etait  reunie  en  son 
centre  de  grat^ife. 

Si  maintenant  on  consid^re  Taction  mutuelle  de  deux 
corps  quelconques,  un  raisonnement  analogue  a  celui  qui 
a  ete  fait  precedemment  pour  deux  spheres  d^monlrera 
qu'elle  est  la  m^me  que  si  la  masse  de  chacun  des  corps 
etait  reunie  a  son  centre  de  gravity. 
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Calcul  de  I* attraction   d'un   corps  quelconque  sfjor  un 

point  materiel. 

1 77 .  Nous  allons  maintenant  envisager  la  question  d'une 
mani^re  plus  generale  et  supposer  I^attraction  de  deux  ele- 
ments proportionnelle  a  leur  masse,  et  a  une  fonction  quel- 
conque de  leur  distance  r.  Considerons  un  corps  de  figure 
quelconque  dont  la  densite,  variable  d'un  point  a  un  autre, 
soit  represent^  par  p'j  et  cherchons  les  trois  composantes 
de  sonr>  action  sur  un  point  materiel  dont  la  masse  est  [i^ 
et  dont  les  coordonn^es  sont  a,  6,  y.  L' element  de  volume 
dx  dj  dz  du  corps  aura  pour  masse  pdxdydz^  et  son  ac- 
tion sur  jx  sera  exprimee  par  fxpdxdydzF  (r),  si  Ton  d^- 
signe  par  F  (r)  Taction  mutuelle  de  deux  unites  de  masse  a 
une  distance  r  Tune  de  Tautre.  Les  composantes  X^  Y,  Z 
de  Tattraction  du  corps  entier  parallelement  aux  axes  de 
coordonn^es  seront 

^  =  \^  j j J  ?  {^)^[r)da:dydz, 
Y==y.JJJp  (f^)  F{r)dxdrdz, 

Z=i.  J  fjp  {~l'jF{r)dxdydz, 

et  Ton  aura 

y/(^_  a)2  4.  (7  — 6)»  -^{z  —  fY  =  r. 

II  suffirait  de  les  changer  de  signe  pour  passer  au  cas  de  la 
repulsion. 

Ces  int^grales,  qui  s'etendent  a  la  masse  entiere  du  corps, 
peuvent  se  reduire  a  une  seule.  En  effet^  en  differentiant 

19. 
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parliellement  /•  par  rapport  a  a,  £,  y,  on  obtient 

dr  {jc — a)        dr  [y  —  6)        dr  (z  —  y) 

doL  r  d^  r  dy  r 

Soil  maintenant  9>  (r)  la  fonction  dont  la  deriv^e,  par 
rapport  a  r,  est  F  (r) ;  posons 

fff??{r)dxdjrdzz=V, 

et  diflerentions  Ie$  deux  membres  de  cette  equation  par 
rapport  a  oc,  S,  y^  il  suffira  de  difTerentier  sous  le  signe  /, 
si  (f  (r)  ne  passe  pas  par  Tinfini,  et  Von  trouvera  aiaisi  les 

formules  suiv antes  : 

dV  dV  dV 

da.  «6  "7 

Tout  depend  done  de  la  seule  integrate  U. 

II  est  bon  de  remarquer  que  si,  dans  le  cas,  par  exem- 
ple,  d'un  solide  ind^fini ,  I'integrale  U  prenait  une  valeur 
infinie,    mais  que  les  derivees   partielles   designees  par 

-—  >  —  >  -1-  fussent  (inies ,  les   valeurs  pr^c^dentes  dc 

X,  Y,  Z  n'en  ser«ieut  pas  moins  exactes.  En  effet,  prenons 
d'abord  une  portion  finie  du  solide  ^  les  conrposautes  de  son 
attraction ^auront  pour  valeurs  les  produits  de  —  fx  par  les 
derivees  partielles  de  la  fonction  finie  U.  Supposons  main- 
tenant  que  Ton  ^tende  infiniment  la  partie  consideree  du 
solide,  les  composantes  de  Taction  seront  toujours 

dU  dV  dJJ 

~^7^'  -^^in'  -^^irr 

que  U  croisse  ou  non  sans  limite.  Done,  si  ces  trois  ex- 
pressions ont  des  limites,  ce  sont  les  composantes  de  Tat- 
traction  du  solide  ind^fini.  Et,  si  elles  croissent  indefini- 


STITIQIJE.  apS 

ment,  on  en  conclura  que'rattraction  croit  sans  limiie  a 
mesure  que  Ton  considire  une  plus  grande  partie  du  corps ; 
c^est  ce  que  Ton  exprime  en  disant  que  rattraction  du  so- 
lide  est  infinie. 

Ainsi,  il  suflira  toujours  de  connaltre  les  derivees  qui 
entrent  dans  Texpression  des  eomposantes  X,  Y,  Z  sans 
s'inquieter  si  la  fonction  U  elle-m6me  est  finie  ou  infinie. 
On  raisonnerait  d'une  maniire  analogue  si  U  etait  infini  y 
sans  que  le  solide  le  £&t. 

1T8.  Dans  le  cas  ou  rattraction  est  en  raison  inverse  du 
carre  de  la  distance , 


et  faisant,  dans  ce  cas, 


/// 


p  ilxdy  dz  

Z^    V  9 


on  aura 


dW  cl\  ^(i\ 

Si  le  point  attir^  fait  partie  du  corps,  la   fonction  y  (r) 
passe  par  Tinfini  •,  mais  ces  formules  subsistent  toujours. 
En  effet,  elles  n'offrent  aucune  difficult^,  si  on  les  applique 
a  tout  le  corps,  moins  une  sphire  infiniment  petite  qui  ren- 
ferme  le  point  attire.   Or  V  a   une  limite,  quand  ceiie 
sphere  tend  vers  zero  5  car  Telement  de  volume  expri^ 
en  coordonnees  polaires  ayant  pour  origiue  le  point  aUire 
a  pour  expression  r*  rfrsin  Q  dQ  d^  \  or,  si  Ton  divise  P^^^ ' 
eiquon  inlegre  dans  I'eiendue  de  la  sphere  le  rayon  m    - 
nimenl  petit,  on  aura  une  quantite  infiniment  petite 
second  ordre.  II  suit  de  la  que  la  fonction  \  eiendue  au 
corps  entier,  est  finie,  et,  par  suite,  ses  derivees  par  rappor 
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aux  indetermiDees  a,  £,  y^  le  sont  aussi.  On  voit  de  m&me 
queX,  Yy  Z  ont  aussi  des  li mites;  d'ailleurs,  quand  les 
deux  membres  d'une  ^uatioa  ont  des  limites,  ces  limites 
sont  ^gales  :  done  les  formules  qui  donhent  X,  Y,  Z  sont 
encore  exactes  quand  on  considire  le  corps  entier  dont  le 
point  fait  partie. 

179.  L' attraction  sur  le  point  a,  6,7,  estimee  suivant 
la  direction  du  vecteur  r  men^  de  Forigine  a  ce  point,  a 
pour  expression 

^a        ^6        ^7  /rfUa        £/U6        dVf\ 

r  r  r  \aa.    r         a6  r      ,afrj 

Mais  en^  consid^rant  U  com  me  fonction  de  a,  6,  y,  et  ces 
coordonn^es  comme  fonction  de  r  et  de  deux  angles  d,  (p, 
on  a 

dr        dot.  r        d%  r        d^  r  ^ 


en  observant  que  les  derivees  partielles  de  «,  6,  y  par  rap- 
port a  r  sont  respectivement  ->  -7  -• 
*  *  r    r     r 

Done  la  composante  de  I'attraction  suivant  le  rayon  vec- 
teur  est  —  ^—  9  les  deux  ^utres  composantes  etant  sup-  , 

posees  dansle  plan  perpendiculaire  a  ce  rayon,  Dans  le  cas 

f  .  .  dV 

de  F  (r)  :?=  ~  ?  cette  expression  devient  (if  —  • 

180.  Pour  donner  une  application  de  ces  formules  dans 

le  cas  de  F  (r)  =:  --ij  consid^rons  une  sphere  creuse  pour 

laquelle  |Ql  soit  une  fonction  quelconque  de  la  distance  au 
centre.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  le  centre 
au  point  altir^,  et  qui  est  evidemment  ladireclion  dela  re* 
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sultante  des  attractioDS.  Designons  par  a  ei  A  les  rayons   , 
des  deux  surfaces  qui  terminent  le  solide,  par  u  1e  rayon 
interieur  d'une  couche  spherique  ayant  pour  ^paisseur  du , 
et  par  6  Tangle  d'un  rayon  quekonque  avec  I'axe  des  x» 
La  valeur  de  V  aura  pour  expression 


="// 


u^dunnBdO 


L'integralion  par  rapport  a  6  etanl  efTectuee  entre  o  et  tt, 
donnera  la  par  tie  de  V  correspondante  a  la  couche  dont 
r^paisseur  est  dw^  en  integrant  ensuite  le  resultat  par  rap- 
port a  n  entre  les  limites  a  et  A,  on  aura  la  valeur  totale 
de  V.  Or  on  a 

r*  =  a' —  2attcosO  -f-a'; 

d'ou,  en  observant  que  u  est  constant, 

et,  par  »uite, 

V  =  —  S S  ^  ududr. 

Quant  aux  limites  de  r  correspondantes  a  6=  o  et  d  =  tt, 
il  faut  distinguer  le  cas  ou  le  point  attire  est  exterieur  au 
solide,  de  celui  ou  il  est  interieur. 

i^  Si  le  point  attire  est  exterieur  au  solide,  on  aura 
a ]]>  A,  et,  par  consequent,  a^u pour  toutes  les  couches 
que  I'on  a  a  considerer.  On  a  alors 

fdr=2u     et     V=—   i     pu^dtt. 

^  J  a 

Si  Ton  designc  par  M  la  masse  du  corps,  on  aura 
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d'ou 

et     X-        ^^^ 

a* 

L'attraction  est  done  fa  mdme  que  si  toute  la  matiere 
du  corps  etait  reunie  a  son  centre. 

2"  Si  le  point  attir^  est  dans  I'interieur  de  la  plus  petite 
surface,  on  a  a  <  fl^,  et,  par  consequent,  a<^u  dans  toute 
I'etendue  des  valeurs  de  ti.  On  a  done  alors 

Cette  quantite  etant  independante  de  a,  on  aura 

— -  =:o,     et,  par  suite,     X  =  o. 

On  voit  done  que,  dans  cette  tnenie  loi  d' attraction^  le 
solide  n^exercera  aiicune  attraction  surun  point situe  dans 
Vinterieur  de  saplus  petite  surface. 

On  conclut  de  la  que  Taction  sur  un  point  qui  ferait  par- 
tie  du  meme  solide  se  jr^duirait  a  celle  qu'exercerait  la 
partie  comprise  enlre  la  sphere  de  rayon  a  et  celle  qui  pas- 
seraitpar  le  point  attire.  II  faudrait  done  supposer  la  ma- 
tiere qui  compose  cette  partie,  reunie  au  centre,  et  agis- 
sant  sur  le  point,  suivantla  loidonnee. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  Taction  d'une  sphere  pleine, 
homog^ne,  sur  un  point  de  son  interieur,  situe  a  une  dis- 
tance a  du  centre,  on  (Jevra  pripndre  M==  j  Trpa'^  et  Tat- 
traction  a  pour  valeur-^TTpy/xa.  E lie  est  done  directement 
proportionnelle  it  la  distance  au  centre, 

181.  Action  dUin  corps  quelconque  sur  un  point  tris- 
eloigne,  —  Si  Ton  consid^re  Taction  d'un  corps  de  forme 
et  de  densite  quelconques,  sur  un  point  dont  les  distances 
a  tous  les  points  de  ce  corps  soient  t^es-grandes  par  rapport 
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a  ses  dimensions,  on  arrive  a  un  resuiut  remarquable  que 
nous  allons  faire  connaitre. 

Supposons  I'aitraction  en  raison  inverse  du  carre  de  la 
distance,  et  calculous  la  foncdon  V.  Pour  cela,  prenons  le 
centre  de  gravity  du  corps  pour  originc^  et  faisons  d'abord 
passer  Taxe  des  x  par  le  point  attir^. 

Soient  S  la  distance  de  ces  deux  points,  u  le  rayon  vec- 
teur  d^un  point  quelconque  du  corps,  dm  sa  masse,  x  son 
abscisse,  fz  la  masse  du  point  attire;  la  distance  de  ce  der* 
nier  point  a  un  point  quelconque  du  corps  sera 


et  Ton  aura  par  consequent 

V=  ^drn  ($'.—  2(Jx  4-  a')    *  =  -^ldm  [i F  "+"  Tj  ) 

Si  Ton  developpe  la  puissance  du  trin6me,  soit  par  la  for- 
mulede  Lagrange,  soit  par  celle  du  bin6me,  on  aura  une, 

serie  ordonn^e  suivant  les  puissances  croissantes  de  -^9  et 

d'autant  plus  convergenle  que  -r  sera  plus  petit ,  et  Ton 

trouyera  ainsi,  en  repr^sentant  par  M  la  masse  totale  des 
corps  attirants,  en  observant  que  Z  xdm  est  nul ,  puisque 
Torigine  est  le  centre  de  gravity  du  systeme,^ 

V=---|-  -^^  1(3x2  — «')  ^//i-4- 

On  pent  done  se  borner  a  prendre  V  =  -j-  en  negligeant  -z^ 

m 

par  rapport  a  -r-  En  cbnsideranl  maintenant  un  systemo 
quelconque  d^axcs  passant  toujours  parle  centre  degravite^ 
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el  designant  par  a,  6,  y  les  coordonn^s  du  point  altire,  on 
aura 

Les  trois  composantes  de  rattxaction  seroni  done  respecti- 
vement 

fi/M  a  fA/M  p  fA/M  7 

$^  S'  $' 

d'ou  i^on  Yoit  que  leur  resultante  passe  par  Forigine  qui 
est  le  centre  de  gravity  de  la  masse  attirante,  et  qu'elle  a  la 
m^me  valeur  que  si  toute  la  masse  ^tait  r^unie  en  ce  point. 
Ce  r^sultat,  qui  n'est  qu^approch^  pour  un  corps  quelcon- 
que,  est  tout  a  fait  exact  dans  le  cas  die  la  sphere,  quelle 
que  soit  la  distance  du  point  attir^,  pourvu  quHl  soit  en 
dehors  de  la  sphere.  Dans  ce  cas,  Tint^gration  ferait  dispa- 
raitre  tons  les  termes,  excepte  le  premier  de  la  serie. 

Le  calcul  precedent  a  ^te  fait  d'apris  une  loi  particuliire  ^ 
on  verra  facilement  que  le  resultat  serait  le  m&me  dans  le 
cas  oil  Tattraction  varierait  en  raison  inverse  de  toute  autre 
puissance  de  la  distance,  et  m&me  suivant  des  lois  plus 
compliquees. 

Jetton  dune  couche  elliptiqiie  sur  un  point  int^rieur. 

182.  La  proposition  que  nous  avons  demontree  relati- 
vement  a  Taction  d'une  couche  sph^rique  sur  un  point  in- 
terieur,  pent  se  demontrer  g^ometriquement  dans  le  cas 
plus  general  du  solide  compris  entre  deux  ellipsoi'des  sem- 
blables  ayant  leurs  axes  coincidents. 

En  effet,  supposous  d^abord  le  solide  homogene;  soient 
M  (fig-  5o)  le  point  attir^,  et  j!a  sa  masse.  Considerons-le 
comme  so4Binlet  d'unc  infinite  d'anglcs  solides  qui  com- 
po sent  tout  Tespace  autour  de  lui,  el  cherchons  la   resul- 


STATIQUE.  S99 

tante  de  Taction  des  deux  parties  comprises  dans  ud  quel- 
conque  de  ces  angles  et  son  oppos^  au  sommet.  Soil  DCAB 
une  des  ardtes  de  cet  angle ;  on  aura  AB=iCD,  par  la  simi- 
litude des  deux  ellipsoi'des.  Si  nous  designons  par  u  la 
mesure  de  Tangle  solide,  nous  pourrons  d^omposer  le 
solide  A6  en  Elements  dont  les  epaisseurs  PQ  formeront  la 
droite  A6,  et  dont  Texpression  sera  wi^dr'^  multipliant 

par  ^-~-»  on  aura  Tattraction  que  cet  ^l^ment  exerce  sur  le 

point  M ;  on  trouTe  ainsi  pfiitddr^  et  la  somme  /o/fxco .  AS 
exprimera  Tattraction  de  la  mati&re  contenue  dans  AB.  On 
trouvera  de  m^me  p/f^ot).  CD  pour  Tattraction  de  la  ma- 
ti&re  contenue  dans  la  partie  CD ;  et  comme  les  droites  AB 
et  CD  sont  ^gales,  ces  attractions  seront  egales,  et,  par  con- 
sequent, se  detruiront.  Done,  comme  il  en  sera  ainsi  pour 
tons  les  angles  solides  autour  de  M,  le  solide  homoghne 
comprise  entre  deux  ellipsoides  semblables  quelconques 
n  exerce  aucune  attraction  sur  un  point  situe  dans  rinte- 
rieur  de  sa  plus  petite  surface. 

Cette  proposition, .  ^tant  ind^pendante  de  Tepaisseur,  a 
lieu  aussi  pour  une  couchc  infiniment  mince.  Done  elle  est 
encore  vraie  pour  un  solide  d'une  epaisseur  quelcongue 
compose  de  couches  hamiogines  comprises  entre  des  ellip- 
so'ides  semblables,  et  dont  la  nature  varie  d'une  maniere 
quelconque  de  Pnnc  A  Vautre. 

483.  Surfaces  de  nii^eau.  —  On  appelle  ainsi  celles  sur 
lesquelles  un  point  materiel  pos^  resterait  en  equilibre  sous 
Tinfluence  des  forces  du  systeme« 

Considerons  done  un  corps  quelconque  qui  attire  un 
point  suivant  une  loi  quelconque;  on  aura,  d'apr^  cequi 
precede, 

^=-^77^'     ^^-^7^'     ^^--f^T^^ 


-     ♦ 
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pour  qye  la  resultante  soil  perpendiculaire  k  la  surface  sur 
laquelle  le  point  peut  se  mouvoir,  il  faut  qu'on  ait  pour 
tous  les  d^placemeiUs  sur  cette  surface, 

xrfa  H- y  ^6 -f.  2^/7  =  o , 

ou 

«^U  ^         dV  ^^       dV    , 

ce  qui  prouve  que  U  est  constant.  L'equation  des  surfaces 
de  niveau  relatives  a  Fattraction  ou  a  la  repulsion  du  corps, 
est  done 

c  d^signant  une  constante  arbitraire. 

Quand  1' attraction  est  en  raison  inverse  du  carre  de  la 
distance,  cette  equation  devient  V  ==  c, 

184.  La  fonction  V  jouit  d'une  propriete  remarquable, 
qui  est  d^une  grande  utilite  pour  la  determination  de  sa 
valeur. 

D'apres  la  valeur  de  r,  on  a 
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Mais,  puisque  Ton  a  V=  /   /   /  £ — 5  du  diant  Tel^- 

ment  de  volume,  et  que,  pour  diSerentler  une  integrate  par 
rapport  a  des  quantites  consider^es  comme  constantes  dans 
Tintegration,  et  qui  n'entrent  pas  dans  les  limites  de 
cette  integrale,  il  sufBt  de  difliSrentier  sous  le  signe  y, 
on  aura 

pourvu,  toutefois,  que  la  fonction  -  iie  devienne  infinie 

poiir  aucune  valeur  comprise  dans  les  limites  de  F integra- 
tion ;  car  on  sait  que,  dans  ce  cas,  la  dilTerentiation  sous  le 
signe  f  pent  donner  des  resultais  inexacts. 

Donc^  si  le  point  a.  6,  y  ne  fait  pas  partie  du  corps  atti- 
rant,  on  aura 

d^\       ri'V        d^V 

II)  • H zi — I =  o. 

^^  da?    ^  rfg»         ^7* 

Si  le  point  fait  partie  du  corps,  on  concevra  une  sphere 
infiniment  petite,  dans  Tinterieur  de  laqoelle  il  sera  com- 
pris;  la  fonction  V,  consid^ree  p<mr  tout  le  reste  du  corps, 
satisfera  a  Tequation  ci-dessus. 

Soit  p  la  den  site  du  corps  au  point  attire,  ce  sera  aussi 
celle  de  la  petite  sphere.  Les  composantes  de  I'attraction  de 
la  sphere  sur  ce  point,  qui  est  dans  son  interieur,  seront 
done  respectivement 

—    3^^/*/^  («  —  «),         —    3  TTf*  /•p(  6  —  ^),         —  I  TTfA/p  (7  —  C), 
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a,  b^  c  etant  les  coordonn^s  du  centre  de  la  petite  sphere; 
on  aura  done,  en  appelant  V  la  partie  deV  qui  se  rapporle 
a  cette  sphj^re, 

d^'  4        /  , 


d'ou 


d'\'       d^S'       d^S'  , 

=  -^47rp; 


d(x}         d€^         d^^ 


et,  par  consequent, 

ef»V        d^S        r/'V  , 

la  valeur  de  p  se  rapportant  au  point  attire. 

Nous  alions  montrer,  par  quelques  exemples  tr^-sim* 
pies,  comment  les  Equations  (i)  et  (a)  peuvent  servir  a  de- 
terminer la  fonction  Y  dont  se  d^uisent  les  trois  compo- 
santes  de  Fattraction. 

185.  Applicalion  h  la  sphere.  —  La  sphere  etant  sup- 
pos^e  formee  de  couches  homogenes,  V  sera  fonction  de  la 
disxance  r  du  centre  de  la  sphere  au  point  attir^ ;  la  result 
lante  de  I'^attraction  sera  dirigee  suivant  la  droite  qui  joint 

ces  deux  points,  et  representee  par  [l/  —  • 

L'^quation  r*  =  a*  -f-  6*  -h  y*  donnera 

dr        a        dr        ^        dr        y 
<la        r        d^         r         dy         r 
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et  l*on  aura,  par  suite, 

d^\  _  e»  £/»v     ^  ^  _ ?iiy 

"5?         r*  r/r*         r    ^r        r^  dr 

c/y*        /•*  rfr*         r    £?r        r*  dr'' 

et  ajoutant  ces  trois  demi&res  equations,  on  aura,  en  sup- 
posant  d'abord  le  point  hors  dela  sph^e, 

dr^         r   dr  ' 

La  fonction  V  depend  done  alors  d^une  equation  qui  ne 

renfermepasdediff^rentielles  partielles.  En  la  multipliant 

dS 
par  I'*,  son  premier  membre  devient  la  derivee  de  ''*  -r-  * 

On  aura  done,  en  d^signanl  par  c  une  constante  arbitraire, 

JV        c 

dr         r' 

Supposons  d'abord  que  la  sphere  soit  creuse  et  que  le 
point  soit  dans  Fint^rieur  de  la  plus  petite  surface  dont 
nous  designerons  le  rayon  par  R|.  L'attraction  devant  evi-* 
demment  £tre  nuUe  pour  r=  o,  il  faut  qu'on  ait 


c  =  o, 


et,  par  suite^      «« 

dy 


Done  les  composantes  de  Tattraction  sont  toujours  nuUes^ 
et  le  point  est  en  ^quilibre,  quelque  position  qu'il  occupy 
dans  la  partie  vide  de  la  sphere.  Supposons,  en  second 


3o4  LIVEE    I. 

lieu,  que  le  point  fass^  partie  de  la  masse  de  la  sphere,  on  a 

d^V       2  dS  , 

p  etanl  une  fonction  donn^e  de  r.  « 

Multipliant  par  r*  e|  integrant  a  partirde  Ri ,  il  vient, 

en  observant  qu«^  -j-  etant  nul  pour  tgus  les  points  de  Tin- 

terieur.  Test  aussi  a  la  limite  B  j , 


r^ 


rfV 

dr 


=  —  ^iz    I      ^r^dr. 


Or 9   /     4^r^  fSdr  est  la  masse  comprise  entre  cette  surface 

Jr. 

et  la  sphere  qui  passe  par  le  point  attire.  Si  on  la  designe 
par  M^  on  aura 

dY  M' 


dr   .  r' 


La  valeur  absolue  de  Tattraction  sera  done    '^      ^  elle 


r^ 


est  la  m^me  que  si  la  masse  M '  agissait  seule  et  etait  reunie 
au  cenlre. 

Si  le  point  attire  est  sur  la  surface  ext^rieure  ayant  pour 
rayon  B,  on  aura,  en  d^signant  par  M  la  masse  totale  de  la 
sphere  creuse, 

^V  _        M 

et  Tattraction  exercee  sur  le  point  aura  pour  expression 

R» 
Enfin,  considerons  un  point  exlerieur  a  la  surface,  c'esl- 


' 
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a-dire  pour  lequel  on  ail  r>R,  on  aura,  comme  dans  Ic 
premier  cas, 

dV         r 


dr  /•= 


mais,  a  cause^ie  la  discontinuite  provenant  des  points  de  la 
masse,  la  conslante  c  n'est  pas  assujettie  a  avoir  la  m^me 
valeur  que  pour  les  points  interieurs.  Pour  la  determiner, 
on  fera  r=R,  et  Ton  devra  trouver,  d'apres  le  cas  pre- 
cedent, 

dS  M 

—  =  ---5      done     .=  -M, 

et  Ton  aura  pour  tous  les  points  exierieurs, 

dr  r'' 

L'altraclion  aura  done  pour  expression 


1 


et  Ton  en  conclut  ce  theoreme  : 

Vne  sphere  creuse  composee  de  couches  concentriques 
homoghnes  exerce  surles  points  exterieurs  la  meme  action 
que  si  toute  sa  masse  etait  reunie  a  son  centre. 

186.  jipplication  au  cylindre  indeflni.  —  Coiisiderons 
maintenant  un  cylindre  creux  indeiini  compose  de  couches 
homogenes  dont  la  densite  n'est  fonction  que  de  la  distance 
a  Taxe  de  ce  cylindre,  que  nous  prendrons  pour^xe  des  z  • 
son  action  sur  un  point  quelconque  sera  dirigee  vers  le 
point  ou  Taxe  est  coupe  par  un  plan  perpendiculaire,  niene 
par  le  point  attire.  Nous  prendrons  ce  point  de  Taxe  pour 
origine,  et  nous  designerons  par  /•  sa  distance  au  point 
I. 


20  i 
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atiir^  \  rattraction  ne  dependra  que  de  /*,  et  son  expression 


sera 


Or,  pour  les  points  qui  ne  font  pas  partie  de  la  masse  du 
cylindre,  on  aura,  en  observant  que  V  est  independanl  dey, 


d^y       d'W 

=  o: 


da.^  d^ 

d'ou 

d^\        I  dy 


dr^         r    dr 

Multipliant  par  r,  on  a 


=  o. 


^1    '^v. 


d'ou 


r/V 


-1 


dr         r 


c  elant  une  constante  arbitraire. 

Mais  remarquons,  commedans  le  cas  d'une  sphere  creuse, 
que  les  points  exterieurs  et  les  points  inierieurs  a  la  cou- 
cbe  cylindrique  elant  separes  par  ceux  de  la  masse  de  celie 
couche,  pour  lesquels  les  circonstances  sont  differentes,  il 
n^y  a  pas  continuity  en  passant  des  valeurs  de  r  plus  grandes 
que  le  rayon  de  la  surface  exterieure  du  cylindre,  aux 
valeurs  de  r  plus  petites  que  le  rayon  de  la  surface  inte- 

rieure. 

Pour  les  points  de  I'interieur  de  cette  surface,  la  valeur 
de  c  €st  invariable  5  or  feUe  est  eVidemment  nulle  pour 
r=  o  •,  done  on  a,  pour  tous  les  points  de  I'interieur, 

dy 

1^  =  ^- 
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D'ou  Ton  condut  cju'un  cylindre  creux  indefini,  compose 
de  couches  concentriques  homo  genes,  nexerce  aucune 
action  sur  un  point  situe  dans  Tinterieur  de  sa  surface 
interne. 

On  demontrerait   directemeni  cette  proposition  de  la 
meme  maniere  que  pour  rellipsoi'de  creux. 

187.  Cherchons  main  tenant  la  valeur  de  -7-  pour  les 

points  appartenant  a  la  masse  du  cylindre;  pour  ces  points, 
on  a 


dr"^         r    dr 


et  Ton  trouve  par  Tint^gration,  en  designant  par  Ri  le 
rayon  de  la  surface  inlerieure, 


r-^  =  —  ATT    I      ardr. 


dr 


=-4^  r 


II  n'y  a  pas  de  constante  a  aj  outer,  pa  roe  que  —j-  est  nul 

pour  r=Ri,  puisqu'il  Test  pour  tous  les  points  de  Tinte- 
rieur de  la  surface  dont  le  rayon  esiRi.  En  faisant  r  =  R, 
on  obtient 

dy  ,..    . 

^rdr. 


dr 


Pour  les  points  ext^rieurs  on  doit  avoir 


dy  _Q 
dr  "  K 


Faisant  r=R,  on  trouve,  en  vertu  de  I'equation  prece- 
dente, 


-4^  f 


R 
prdr. 


20. 
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La  constanto  eiant  ainsi  determinee,  on  aura  pour  toute 
les  valeurs  de  r  plus  grandes  que  R, 


dr         r 
et  I'attracyoii  du  cylindre  aura  pour  expression 

r 

Ou  ^il  qu'elle  varie  en   raison  inverse  de  la  distance  du 
point  a  Taxe  du  cylindre. 

Attraction  des  eUipsoides. 

188.  Pour  connailre  les  trois  composantes  de  Tattrac- 
tion  d'un  ellipsoide  homogene  sur  un  point,  on  decompo- 
sera  ce  corps  en  couches  infiniment  peu  epaisses,  par  une 
serie  de  surfaces  semblables  a  celle  qui  le  termine;  on  cher- 
chera  les  composantes  de  Tattraction  d'une  quelconque  de 
ces  couches,  en  fonction  du  parametre  qui  determine  une 
des  surfaces  de  cette  couche,  et  de  son  ^paisseur ;  puis  on 
integrera  ces  trois  expressions  differentielles  en  faisant  va- 
rier  le  param4ir«  enlre  les  limites  correspondantes  aux  sur- 
faces extremes  que  Ton  doil  considcrer. 

Si  r ellipsoide  est  plein^  les  surfaces  limites  seront  celles 
de  cet  ellipsoide,  et  son  centre. 

Si  le  solide  attirant  est  compris  entre  les  surfaces  de 
deux  ellipsoides  semblables,  ces  surfaces  seront  les  deux 
limites. 

Mais  si  le  point  attir^  se  trouvait  dans  I'interieur  du 
solide,  il  serait  inutile  de  considerer  la  partie  situee  au 
dela  de  la  surface  d^un  ellipsoide  semblable  passant  par  ce 
point,  parce  que  Ton  sait  que  son  action  est  nulle. 
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On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  la  question  revient  a  cal- 
culer  Ics  irois  composantes  de  I'attraction  d'nne  couche 
comprise  entre  deux  ellipsoides  sembiables  et  irifiniment 
rapprocheSf  sur  an  point  utue  en  dttkors  de  cette  couche, 
ou  sur  sa  surface. 

Nous  coaimeucerons  par  etablir  quelques  propositioas 
qui  ram^neot  ce  probleme  au  cas  ou  le  poiut  atiire  est 
situe  sur  la  surface  esterieure  de  la  couclic.  Ccs  proposi- 
tions tl  les  calculs  qui  suivcnt  suut  tires  des  Mt'inoires  de 
M.  Chasles. 


ComparaUon  de  I' action  de  deux  couches  hoinojocnles 
sur  un  meme  point  exterieur. 

189.  Considerons  une  couche  homog^ne  comprise  enirc 
deux  ellipsoides  semblables,  iiifinimeiit  rapproches.  Les 
composantes  de  son  action  sur  un  point  exterieur  M 
{fig.  5i)  dont  les  coordonn^es  sent  x,  jr,  z,  sont  propor- 
lionnelies  aux  dehv^us  partiellcs  par  rapport  a  x,  d'une 
fonciion  V  qui  expriuae  la  somme  des  masses  des  elements 
de  U'Couche,  divisees  par  leurs  distances  au  point  M. 

CoDsideroos,  en  second  lieu,  une  couclie  homog^ne  d'une 
densile  quelconque,  comprise  entre  deux  ellipso'tdes  sem- 
blables  enirc  eux,  dont  I'exterieur  passe  par  M,  et  qui 
soicut  respeclivement  homofocaux  avec  ceux  qui  terml- 
neut  la  premiere  couche ;  ces  deux  ellipsoides  seront  coni- 
pletement  determiues,  et  les  axes  de  meme  direction  serottt 
dans  le  m^me  rapport  dans  les  deux  systemes. 

Dcsignons  geu^ralemeut  par  points  correspondants  sui 
Ics  surfaces  de  deux  ellipsoides  quelcouques,  ccux  dout  les 
coordonnees  sont  respective  men  t  entre  dies  commc  Ics 
axes  qui  leur  sont  parallcles.   II  est  facile  de  recoimaitu- 
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que,  quand  ces  ellipsoi'des  sont  homofocaux,  la  distance 
d'un  point  <juelconque  de  Fun  h  un  point  quelconque  de 
Tautre  est  egale  a  la  distance  des  points  respectivement 
correspondants. 

Cette  proposition  se  deduit  imm^iatement  des  deux 
suivantes,  dont  la  demonstration  est  trop  facile  pour  que 
nous  la  rapportions  : 

1*^  La  difference  des  carres  des  distances  du  centre  a 
deux  points  correspondants  de  deiix  el/ipsoides  homofo- 
caux  est  constante^ 

2^  Le  produit  de  deux  rayons  quelconqucs^  pris  respec^ 
tii^ement  dans  les  deux  ellipsoideSy  par  le  cosinus  de  leur 
angle ^  est  le  m^me  que  pour  les  rayons  menes  aux  pointi 
correspondants. 

La  somme  des  carres  de  ces  rayons  est  aussi  la  m^me  de 
part  et  d' autre,  en  vertu  de  la  premiere  proposition.  D'ou 
resulte  le  theoreme  en  question. 

On  voit  facilement  aussi  que  si  Ton  colisidere  les  deux 
couches  hombfocales  dont  il  a  et^  deja  parle,  tout  point 
pris  dans  Tepaisseur  de  Tune  a  sqn  correspondant  dans 
I'aulre^  et  deux  portions  terminees  h  des  surfaces  dont  lous 
les  points  sont  correspondants  dans  les  deux  couches,  sont 
proporiionnelles  aux  produits  des  trois  coordonnees  des 
points  correspondants,  ou  aux  produits  des  axes  des  ellip- 
soides  interieurs  ou  extdrieurs,  et,  par  suite,  aux  volumes 
des  deux  couches;  car  on  pent  decomposer  ces  deux  vo- 
lumes en  parallel^pip^des  infiniment  petits  ayant  leurs 
aretes  paralleles  aux  axes,  et  leurs  sommets  en  des 
points  correspondants.  Les  ar6tes  de  ces  parallel^pi pedes 
seront  porportionnelles  aux  axes  paralleles;  les  volumes 
seront  done  proportionnels  aux  produits  des  trois  axes 
respectifs,  et,  par  consequent,  leurs  sommes  ou  les  deux 
volumes  en  question  le  seront  aussi,  comme  nous  I'avons 
annonce. 
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Cela  pose,  partageoDS  le  volume  de  Ja  couche  proposee 
en  elements  infiniment  petits^  et  divisons  la  masse  de  cha- 
Clin  d'eux  par  la  distance  au  point  M,  de  Fun  quelconque 
de  ses  points,  que  Ton  pourra  choisir-sur  la  surface  m^me 
de  rellipsoi'de  passant  en  M',  vu  T^paisseur  infiniment 
petite  de  la  couche^  nous  aurons  ainsi  tous  les  elements  de 
rint^grale  V.  Partageons  ensuite  le  volume  de  la  seconde 
en  elements  correspondants,  etdivisons  la  masse  dechacun 
par  la  distance  au  point  M',  correspondant  de  M  sur  la  sur« 
face  exterieure  de  la  couche  donnee.  Deux  Elements  cor- 
respondants  etant  entre  eux  comme  les  couches  enti^res,  et 
leurs  distances  aux  points  correspondants  M,  M'  ^tant 
egales,  les  deux  sommes  ou  les  deux  fonctions  V  seront 
aussi  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  couches.  Or,  la 
fonction  V,  qui  se  rapporte  a  la  couche  passant  par  M,  est 
constante  pour  tous  les  points  de  son  intdrieur,  et,  par 
cons^uent,  pour  tous  ceux  de  la  surface  exterieure  de  la 
couche  passant  par  M' :  done  aussi  la  fonction  V  sera  con- 
stante pour  la  couche  proposee,  quelque  position  que  Ton 
donne  au  point  M  sur  Tellipsoide  homofocal  passant  par  M. 
Done  la  resultante  de  F attraction  de  la  couche  proposee 
sur  le  point  M  est  normale  a  Tellipsoide  homofocal  pas-* 
sarit  par  ce  point. 

Nous  pouvons  main  ten  ant  comparer  les  actions  excrcees 
sur  le  point  M  par  la  premiere  couche,  et  une  autre  dont 
les  deux  surfaces  semblables  seraient  homofocales  a  celles 
de  la  premiere,  et  seraient  comprises  entre  elles  et  celle  qui 
passe  par  M.  En  effet,  les  fonctions  V  qu'elles  fourniraient 
relativement  au  point  M,  etant  divisees  par  leurs  masses 
respectives,  donnent  le  m^me  resultat,  d'apr^s  ce  qui  a  ete 
dit  precedemment.  D'ou  il  suit  que  les  derivees  partielles 
de  ces  deux  fonctions  sont,  comme  elles-m^mes,  dans  le 
rapport  des  masses  des  deux  couches  j  et,  par  consequent, 
les  resultantes  des  attractions  de  ces  deux  couches  sur  un, 
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me  me  point  exterieur  sont  de  meme  direction,  et  propor- 
tionnelles  a  leurs  masses  (*). 

Enfin  celte  proposition  nous  conduit  a  la  r^uction  que 
nous  avions  annoncee.  En  effet,  nous  pouvons  supposer 
que  la  couche  dont  nous  venons  de  comparer  Taction  a 
celle  de  la  proposee,  vienne  se  confondre  avec  celle  dont' la 
surface  exterieurc  passe  par  le  point  M.  Ces  deux  actions 
etant  de  m^me  sens,  et  proportionnelles  aux  masses  des  deux 
couches,  Tune  d'elles  determine  I'autre.  D'ou  Ton  voit  que, 
pour  reconnattre  faction  d!une  couche  sur  un  point  exte- 
rieur^ il  suffit  de  calculer  celle  quexerce  sur  ce  m^me  point 
une  couche  homofocale  et  de  m^me  matiere^  dont  la  sur- 
face exterieure  passera  par  ce  pointy  et  de  la  multiplier 
par  le  rapport  du  volume  de  la  premiere  h  celui  de  la 
seconde,  sansrien  changer  hsa  direction. 


Calcul  de  Inaction  d'une  couche  eltiplique  sur  un  point 

de  sa  surface. 

190.  Soit  M  (Jig*  Sa)  un  point  quelconquede  la  surface 
exterieure  d'une  couche  homogene,  comprise  entre  deux 
elHpsoidcs  semblables  et  iniiniment  rapproch^s.  L'attrac- 
tion  de  cetle  couche  sur  ce  point  sera  dirigee  suivant  la 
normale  MN  a  I'elHpsoide  exterieur  ^  de  sorte  qu  on  pourra 
remplacer  cheque  action  elemental  re  par  sa  composante, 
suivant  MN. 

Considerons  le  point  M  comme  sommet  d'une  infinite 


{*)  Gette  proposition  conduit  faciiement/comme  Ta  montre  M.  Cbasles, 
et  comme  nous  ]e  ferons  voir  bientdt,  au  celdbre  theoreme  de  Maclaurin, 
par  lequel  on  ramene  le  calcul  de  Tattraction  d'un  ellipsoidc  homogene  sur 
un  point  exterieur,  a  celui  dUin  autre  ellipsoide  sur  un  point  de  sa  surface; 
probleme  plus  facile  et  qn'on  a  su  resoudre  longtemps  avant  Tauire. 
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d'angles  solides,  composant  Fespace  situe  d'un  meme  c6te 
du  plan  tangent. 

Soient  ^ CO  run  quelconque  de  ces  angles,  et  MM'  la  di* 
rection  d'une  de  ses  armies  :  on  pent  decomposer  la  partie 
de  la  coucbe  qu  il  renferme  en  Elements  dont  le  volume 
aura  pour  expression  r't/rrfco,  r  etant  leur  distance  au 
point  M.  Multipliant  par  la  densite  p,  par  la  force  attrac- 
tive/de  deux  unites  de  masse,  situees  a  Tunit^  de  dis- 
tance, par  la  masse  yi  du  point  suppose  en  M,  et  divisant 
par  le  carre  de  la  distance,  on  aura  Fattraction  de  Vele- 
meut  de  la  couche  sur  la  masse  fx ;  son  expression  sera 

integrant  de  M  a  P,  on  aura 

p/liM^dui; 

integrant  ensuitede  P'  a  M',  on  trouvera 

p/pM'P'rfft>. 

Or,  M'  P'  =  MP,  puisque  les  deux  ellipsoides  sont  sembla- 
bles  5  done  Fattraction  de  la  partie  comprise  dans  F angle  dta 
se  reduira  a 

Multipliant  cette  force  par  cos  PMK,  on  aura  sa  composante 
suivant  la  normale,  et  Fon  obtiendra  ainsi,  en  observant 
que  MP  cos  PMK  =  MK , 

2p/fx  MKdoi, 

Celte  expression  n*est  exacte  qu  en  supposant  Fare  PK 
infiniment  petit,  comme  cela  a  lieu  ici,  puisque  MK  est 
infiniment  petit. 

L'angle  extreme  KMP  est  droit,  parceque  PK  est  uu  in- 


3l4         .  LIVRE    I. 

finiment  petit  d'un  ordre  moins  eleve  que  MK;  de  sorte 
que,  si  Ton  fait  la  somme  de  loutes  les  expressions  sembla- 
bles,  pour  tous  les  Elements  dt^,  on  aura,  pour  Taction  de 
la  couche  emigre, 

4  ifp/it  MK. 

Au  lieu  de  T^paisseur  MK  de  la  couche  au  point  M,  il  vaut 
iiiieux  introduire  la  difference  des  demi  grands  axes  a  et 
a  -h  ^a  des  deux  surface^. 
Or  on  a 

MK       QO         „  ^     „^      ^^  Ml 

1.  1  MI  MI  ^/fl       r\  1>        •  J 

el  1  on  peut  remplacer  —-l  par-rrr  ou  — •    Done  1  action  de 
'^  '^  MO  '^       10  a 

'  la  couche  aura  pour  expression 

47rp/fxP--., 

P  etanl  la  perpeudiculaire  abaissee  du  centre  sur  le  plan 
tangent  en  M. 

Les  coniposantes  de  cette  action  parallelemcnt  aux  axes 
positifs  des  x^y^  z,  s'obtiendront  en  la  multipliant  par  les 
•cosinus  des  angles  que  forme  avec  ces  axes  la  direction  in- 
terieure  de  la  normale.  Designant  par  a^  b^  c  les  demi-axes 
de  Tellipsoide,  et  par  x^y^  z  les  coordonn^es  de  M,  ces 
cosinus  out  pour  valeurs 

—  Px       —Pj        — Vz 

Les  trois  composantes  auront  done  respectivemenl  pour 
expressions 
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la  valeur  de  P'  etant 


P^=: 


x'        J»         z' 


r* 


fl*        b* 


On  peul  observer  que,  d'apres  les  egalites  —  =  —  =  — , 

les  expressions  des  deux  derniires  composantes  se  dedui-    ' 
raient  de  la  premiere  en  changeant  a:  el  a  en  j"  et  6,  ou  en  z 
et  c. 


Calcul  des  composantes  de  Cailraction  d'un  elUpsoide 

sur  un  point  ext^rieur. 

191 .  Soient  A,  B,  C  les  demi-axes  d'un  ellipsoide  homo- 
gene,  A  ^tanl  le  plus  petit,  et  posons 

B^~A-^  C^  -  A'  _ 

Designons  par  a,  6,  y  les  coordonnees  d'un  point  exterieur; 
il  s'agit  de  calculer  les  composantes  X,  Y,  Z  de  rattraction 
de  rellipsoide  sur  ce  point,  auquel  nous  supposons  Tunite 
de  masse, 

Decomposons  ce  corps  en  couches  infiniment  peu  epaisses, 
par  des  ellipsoides  semblables.  Soient  a  eta  —  da  les  deroi- 
axes  des  x  des  deux  surfaces  qui  terminent  une  couche 
quelconque,  les  autres  axes  s'ensuivront ;  et,  lorsque  nous 
aurons  calcule  les  composantes  de  raction  de  celte  couche, 
il  suffira  de  lesint^grer  par  rapport  a  a,  depuis  a=o  jus- 
qu'aa  =A,  si  rellipsoide  est  plein.  Dans  le  cas  ou  il  s'a- 
girait  d'un  solide  creux  termine  par  deux  ellipsoides  sem- 
blables, ou  int^grerait  depuis  la  valeur  de  a  relative  a  la 
surface  intericure  jusqu'a  a  =  A. 


X, 
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Substituons  a  la  couche  en  question  una  couche  terminee 
par  des  ellipsoi'des  semblables  entre  eux,  homofocaux  a  ceux 
qui  terminent  la  premiere,  et  tels  que  le  plus  grand  passe 
par  le  poinl  M, 

Soient  a',  b'^  c'  et  a'  —  da\  V — dV^  c' — dc'  lesdenii- 
axes  de  cesdeux  ellipsoi'des,  on  aura  les  relations  suivaDtes  :* 

(i)  a"  —  fl^  =  b'^  —  fc»=  c'»  —  c\ 

da       da'  a  b         c 

*'         6'        7' 

les  composantes  de  raclion  de  celle  couche  sur  le  point  M 
seront 

- 4^p/a  —^ »    -  4 nf^  —rpr '    —  4^p/7  -^r^  - 


ft  Qf* 

Si  on  les  multiplie  par    ,       ,  5  on  aura  les  composantes 

de  Taction  de  la  couche  en  question  5  et  Ton  trouvera  ainsi, 

,  da'  da 

en  rempla9ant  — ^  par — > 


-_.  .       .    V'bcda 

^X=-4up/a--^^^, 

.V  /      f.'^^^bcda 

rfY=:-4^p/6-p7^7^, 


Posons 


V'^bcda 


—  z=  u,      a  oil     a   z=  au   •  ^ 
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et,  en  vcrludcs  equations  (■), 


I' equation  (2)  donnera 

(3)  ''"'+Z:z^ 


hV'" 


Ainsi  a  et,  par  suite,  a',  &',  c'  dependent  de  ». 

II  restc  aexprimerP"  en  fonciion  de  u,  et  les  compo- 
santes  elementaires  dH,  dY,  dT^sevoat  ratnen^s  a  cette 
seule  variable. 

Or,  on  a 


Dill^rentiantl'equalion  (3),  ponr  esprimer  da  au  moyea 
de  du,  el  ayaot  egard  a  la  valeur  de  P'*,  on  trouvera 

P"da  ^a"du, 
d'oii 

a'^bc 
rfT=  — 4«p/e  -rrr-rdu, 

dZ=  —  4''p/7^, ''«■ 

Bemplacant  ft,  c,  a',  &',  c'  par  leurs  valeurs  en  a  fl  u,  a 


/ 
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(lisparait,  et  il  vient,  en  in troduisant  la  masse M = ^ Trp  ABC , 
,«  3M/a  Wdu 


(4). 


(• 

-l-V 

ii')'(H-V' 
tt'du 

«')"' 

3 

1 

(t 

+  v 

u}du 

u^y 

A* 
3M/6 


rfZ  =  -3"»^^ 


A 

Si  Ton  int^gre  ces  valeurs  depuis  u  =  o  jusqu^a  ii=:-7» 

A'  elant  le  demi-axe  des  x  de  rellipsoide  homofocal  pas- 
sant par  le  point  donne,  on  aura  les  composantes  de  I'at- 
traction  totale ;  leurs  expressions  seront 


X  =  — 


A 
3M/a 


A 


(5)  Y=.^3M^f'_ ^ ,, 

1  Jo    (i4-v«')'(i-f-v'«^r 

_A 

1 " "1* 


A 

^__       3M/7 
A^ 


A'  etant  donne  par  Tequation  suivante  : 


A'2  "^  A'^-4-  B^—  A''        A'2  -h  C— A'         ' 

cette  equation  ne  peut  donner  qu'une  seule  valeur  positive 
pour  A".  Les  deux  valeurs  negatives  se  rapportent  aux  hy- 
perboloi'des  homofocaux. 

Si  le  point  ^  se  trouve  a  la  surface  m^me  de  I'ellipsoide, 
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on  a  A'=  A,  et  la  seconde  limite  des  integrates  est  i  :  cc 
qui  donne  pour  les  composantes  de  Paction  sur  un  point  de 
la  surface  de  rellipsoide, 


/  ^_       3M/« 


0     (i-+-Va^f(H-V'ii^)^ 


3M/6     /"*  u^da 

(6)  'Y=- 


A? 


J/  •  •                  wau 
1 1' 


__       3M/7     /''  u}du 


v^u'^y 


Si  le  point  est  interieur  a  Pellipsoide,  on  ne  devra  con- 
sid^rer  que  Taction  d'un  ellipsoide  semblable  passant  par  ce 
point.  Mais  le  rapport  de  sa  masse  an  cube  de  son  demi-axe 
des  x^  sera  le  m^me  que  pour  rellipsoide  propose  5  on 

M 

pourra  done  laisser  —  dans  les  formules  (6)  qui  repre- 

senteront  encore  les  composantes  cherchees. 

On  reconnait  alors  cette  propriete  remarquable,  que 
chaque  composante  de  I'attraction  d'un  ellipsoide  sur  un 
point  interieur  ne  depend  que  de  la  coordonnee  parallMe, 
et  lui  est  proportionnelle. 

On  pent  remarquer  que  les  formules  ( 5 )  se  deduiraient 
de  la  seule  integral e  qui  entre  dans  la  premiere.  Soit,  en 
effet, 

A_ 

r^'  u}da 


XA' 
(1 


X-^a^y  (,4- V^a^)' 


on  trouvera,  en  diffi6renliant  LX  par  rapport  a  i, 

A_ 


f  - 

Jo       (• 


''^  '        ■    +X'u')'(i  +  V»a')^' 
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et,  differenliant  X'L  par  rapport  a  X', 

•  ^^'         Jo       (i-4-V^=)'(i-+.)/»« 


) 


ce  qui  changera  les  equations  (5)  dans  les  suivantes  : 

3M/« 

Y—       3M/6^/aL 

""  A''        dl    ' 

3M/7rf.VL 
Z  = — — 


t    1 


mais  il  faut  bien  remarquer  que,  quand  on  aura  X'=  X,  il 
ne  faudra  faire  celte  supposition  qu'apres  avoir  diff^rentie 
XLetX'L. 

192.  Ellipsoide  de  resolution  aplati.  —  Si  Ton  suppose 
B  =  C,  on  a  un  ellipsoide  de  revolution  aplati  aux  p6les^ 
dans  ce  cas,  X'  =  X,  et  Ton  trouve 

A_  •     A 

3M/a   /•A'    u^du        ^  3M/6 


x=— 

^^     Jo       *  ^"  ^'  **' 

A 


^^_3M/7 


Or  on  a 


"      u'^du  I 

=  —  (^a  —  arc  tang > a), 
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il'oii  resulte 

3M/a  A  A  )^A\ 

]  ^  3M/6  /  \A  ).AA' 

3M/7  /  >A  XAA' 

Z  = 7777     ^^^  *^"S 


2A»A»    \  °  A'  A'^-h  VA^ 

On  fera  A'  =  A  si  le  point  est  sur  la  surface  m^ine  de 
rellipsoide.  Si  ^  =  o,  Fellipsoi'de  se  reduit  a  une  sphere,  et 
les  formules  (y)  coincident  avec  celles  que  I'on  counaissait 
pour  ce  cas. 

493.  Ellipsoide  de  resolution  allonge.  —  L'ellipsoide 
sera  encore  de  revolution  si  A  =  B,  mais  il  sera  allong^ 
vers  les  p6les;  on  aura  alors  X  =  o,  et  les  formules  (5) 
deviendront 

A  A 

3M/a 


X  =  — 


J/*  A'      u'du  3M/6   /*A'      u'dii 


A 


_       3M/7     /'A' 


/A^         u^du 
(r +  >"«')' 


Or,  on  St 


f    ^^  =  -T7^ ^-         |.(V«  +  v/.  +  V^«^), 

et  r integrate  qui  entre  dans  Z  s'en  d^uira  en  la  multi- 
pliant  par  W  et  en  diffi^rentiant  le  produit  par  rapport  a  V-^ 
on  trouvera  ainsi 

1.  21 
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et,  par  suite, 


(8), 


1  3M/ervA.  /     W\'     ,  (xk      I     vuAl 


3M/7  />'A 


VA         "1 


L'ellipsoiide  se  reduira  encore  a  une  sphere  en  supposaat 
C  =  A  ou  X':=o;  les  formules  (8)  se  reduiront  a  4)  et, 
traitees  par  les  precedes  ordinaires,  elles  rcproduiront 
encore  celles  qui  conviennent  a  ce  cas  particulier. 

Nous  allons  maintenaut  faire  connaitre  les  methodes  au 
moyen  desquellcs  on  resolvait  ]e  m^me  probl^nie,  avaut 
que  celle  de  M.  Chasles  fiit  connue. 

Autres  methodes  pour  calculer  ('attraction  des 

elUpsoides. 

lO^.  Le  calcul  direct  de  Tattraction  d'un  ellipsoide  ho- 
mogene  sur  un  point  est  beaucoup  plus  facile  quand  ce 
point  est  dans  son  interieur  ou  a  sa  surface  que  quand  il  lui 
est  ext^rieur,  C'esl  le  cas  que  Ton  a  traite  d'abord;  on  a 
ramene  ce  calcul  a  des  quadratures  simples,  et  les  g^ome- 
tres  ont  dirige  leurs  efforts  vers  la  reduction  du  second  cas 
au  premier.  lis  ont  d^couvert  deux  theoremes  qui  remplis* 
sent  cet  objet :  I'un,  qui  porte  le  nom  de  Maclaurin,  quoi- 
qu'il  n^ait  ete  demontre  par  ce  geometre  que  dans  un  cas 
particulier^  Tautre,  qui  est  dii  a  Ivory.  Nous  allons  exposer 
ces  differentes  theories  qui  resolvent  aussi  compl^tement 
que  possible  ce  problime,  si  important  dans  la  theorie  du 
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systeme  du  monde.  Poisson,  apres  beaucoup  d'efForts,  est 
parvenu  a  faire  directement  le  calcul  de  riutegration  pour 
le  point  exterieur*,  mais  nous  ne  ferons  pas  connaitre  ses 
recherehes  sur  ce  point,  parce  que  les  caleuls  sont  trop 
compliques,  et  qu'ils  ne  nous  paraissent  pas  tres^inipor- 
tants  pour  la  question  en  elle-m^me. 
Soit  Tequation  de  I'ellipsoide 


X^  v2  Z-' 


a"        b'        c" 


Soient  a,  S,  y  les  coordonn^es  du  point  interieur  attire  |u, 
auquel  nous  supposerons  une  masse  egale  a  Tunite;  p  la 
densite  de  la  matiere  homog^ne  qui  compose  rellipsoi'de  ^ 
^,  7},  ^  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  d'un 
rayon  vecleur  quelconque  mene  par  le  point  /Ji^  din  un 
angle  solide  inflniment  petit  dans  la  direction  de  ee  rayon, 
et  ay  ant  son  sommet  en  fx. 

Partageons  la  portion  de  rellipsoide  comprise  dans  cet 
angle  solide,  par  des  spheres  ayant  leurs  centres  en  fx  et  des 
rayons  r  croissant  par  diffi^rences  infiniment  petites  dr\ 
Texpression  d'un  quelconque  de  ces  elements  de  volume 
sera  r^d^dr\  et  Tattraction  etant  suppose  en  raison  in- 
verse du  carre  de  la  distance,  son  action  sur  le  point  (a  aura 

pour  expression 

f^dvidr. 

Faisons  la  somme  des  actions  de  tous  les  elements  qui  com 
posent  Tangle  solide  depuis  le  sommet  \x.  jusqu^a  sa  ren- 
contre avec  la  surface  de  Tellipsoide ;  on  obtiendra,  en 
design  ant  le  rayon  fxM  par  r, 

f^rdtii. 

Les  trois  composantes  de  Taction  de  cette  portion  du  solide 
seront     ^ 

yprcos5fl^w,     /prcosYi  d(0y     /orcos^da, 

21  . 
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Soil  tnainteuant  r'  la  valeur  negative  du  rayon  fzM'  do  la 
surface  de  Tellipsoifde,  correspondante  aux  mdines  angles 
^,  >?,  ^*  En  prolongeant  en  sens  contraire  le  premier  angle 
solide,  on  aurait  a  faire  un  calcul  analogue  au  precedent; 
seulem^t  les  angles  relatifs  a  sa  direction  seraient  les  sup- 
plements de  $9  >7  ^  C^  etla  valeur  absolue  du  rayon  vecleur 
serait  —  r'  \  de  sorte  que  les  composantes  de  la  force  pro- 
duite  par  la  portion  de  rellipso'ide  comprise  dans  ce  second 
angle  solide  auront  pour  expressions 

En  les  ajoutant  aux  premieres,  on  aura 

/p(r4- /jcosSrfw,     /*p{r-f-r')cos>jc/w,      yp  (r-f- r')cos5  rf«, 

et  si  Ton  fait  la  somme  d'expressions  de  ce  genre  en  pre- 
nant  pour  d(o  tous  les  elements  d'une  demi-sphere  quel- 
Gonque  ayant  son  centre  en  (jl  et  pour  rayon  Tunite,  on  ob- 
tiendra  les  composantes  X,  Y,  Z  de  Faction  de  rellipso'ide 
en  tier  sur  le  point  (i^  Pour  avoir  les  valeurs  de  r  et  r\  il 
faut  rapparter  Tellipsoide  a  des  coordonnees  polaires,  au 
moyendes  formules 

x  =  a -H  rcosS,     J  =  6 -h /"COST?,      z  zr  Y -h  rcos  ?, 
ce  qui  donne  pour  equation  de  rellipso'ide 

pr*  -+•  iqr  =  t. 

En  posant 

cos' S       cos-  u       cos^  i; 

a  cos  S        €  cosy}         7  COS  ^ 


I—    - 

a 


(x?        62         ^j 


J 
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ON  reconiiait  de  suite  que  les  deux  valeurs  do  r  donnees  par 
requation  ci-dessus,  pour  uue  .valeur  des  angles  S,^?,^, 
soot  de  signes  contraires,  puisque  p  el  I  sont  essentielle* 
ment  positifs  ^  et  Ton  aura 

P 

Si  maintenant  on  observe  que,  pour  deux  directions  con- 
traires, -  est  le  mSme,  au  signe  pres,  et  que,  parconse- 
P 

,  ,    ..    qco%^    acosv]     ^cosi;  ,  . 

quent,  les  produits  ^ >  =■ t sont  Jes  memes  en 

1  ^  P  P  P 

grandeur  et  en  signe  pour  ces  deux  directions,  on  recon- 
naitra  qu'au  lieu  de  prendre  pour  les  directions  /iM  de 
Tangle  solide  celles  qui  sontd'un  ni^me  cote  d'un  plan  pas- 
.sant  par  /x,  on  peut  les  prendre  tout  autour  de  ce  point, 
pourvu  qu'on  divise  par  a  le  resultat.  Nous  aurons  done,  en 
considerant  que  les  sommes  Z  se  rapportent  a  toutes  les  di- 
rections autour  du  point  |!x, 


^cos5  ^7  cosy) 


x=-/p2^rf",  Y=-/,2 


(I 


ca 


P  ^^       P 

7i=.  —  fo  ^' ^/w. 


Parmi  les  sommes  p^rtiell^s  dont  se  composeront  les  va> 
leurs  d^X)  Y,  Z,  qu^nd  on  aura  substitue  a  ^  sa  valeur, 
se  trouveront  les  trois  suivantes  : 

2COSScOS7)c/&)     .       ^  cos  §  cos  ^  <i6>  ^  COSH  cos  ^r/b) 

_  ,     2^         _  ,     ^  -  ,. 

qui  sont  evidemment  nulles  comme  composees  d^ elements 
deux  a  deux  egaux  el  de  signes  contraires  ^  car,  en  conser- 
vant  les  memcs  valeurs  quelconques  a  deux  des  trois  angles, 
choisis  convenablcment,  le  troisieme  peut  avoir  deux  ya 
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leurs  suppl^inentaires  ]  et,  quanl  au  deuominaleur,  il  rcs- 
tera  le  ni^me  dans  les  deux  cas.  On  aura  done,  d'apres  cette 
remarque , 

ypa^  cos*? rfw  /o€  n^cos!*7i(toi 

Pour  effectuer  ces  calculs,  il  faudraitexprimer  Tun  des  trois 
angles  $,  yj,  ^  au  moyen  des  deux  autres  5  mais  il  vaudra 
mieux  introduire  les  deux  angles  que  Ton  emploie  le  plus 
ordinairement  dans  les  coordonnees  polaires,  et  qui  sont 
Tangle  forme  par  le  rayon  vecteur  avec  Tun  des  axes,  par 
cxemple  Taxe  desx,  et  celui  que  fait  avec  Taxe  des  j^  la  pro* 
jection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des  y  ei  z.  Designant 
le  premier  par  d  etle  second  par  tb,  on  aui^ 

cosS  =  cos9,     cos  n  :=  sin 9  cos >{^ ,     cos(  =sin9sini{;. 

Nous  calculerons  d'abord  la  valeur  de  X ;  celles  de  Y  et  Z 
s'en  deduiront  par  de  simples  changemcnts  de  lettres.  Dans 
ce  nouveau  systeme  de  variables,  on  aura 

dfa  ==  sia  ^dQd'^^ 
et 

/pa    /*   /*  cos'9sin9^0^\|> 

A  —  —        T" 


«'     I      1  cos* 

J  J  "^ 


9       sin*  9  cos'  -h        sin'  9  sin*  \|* ' 


rintegrale  par  rapport  a  ^  est  prise  entre  les  limites  o  et  a  tt, 
et  celle  par  rapport  a  0,  entre  o  el  tt  .  Quant  a  la  premiere, 

il  suffira  de  la  prendre  entre  o  et  -9  puis  de  quadrupler  le 

restiltat;  pour  la  seconde,  on  la  prendra  aussi  entre  o  ct  - 
el  Ton  doublera  le  resultat* 
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Cominen9ons  par  effectuer  T integration  par  rapport  a  <p, 
et  posons  pour  cela  tang  \^=  u,  d'ou 

On  aura  ainsi 


L     P  Jo     ^(«.« 


»/'0 


,sin»a-f-  6»cos*9)  4-  ^»  (a'sin^O-f-cVos'O)  a' 


2  \/(/i'sin'Q  H-  6' cos^O)  (a^  sin»9  -t-  <^cos' 6) 

II  restera  done  a  effectuer  Tintegration  par  rapport  a  9,  ce 
qui  n'est  pas  possible  sous  forme  finie  si  les  trois  axes  de 
rellipsoi'de  sonl  inegaux.  Pour  deduire  la  valeur  de  Y  de 
cclle  de  X,  on  observera  que  si  Ton  avail  introduit  Tangle 
du  rayon  vecleur  avec  Taxe  des  y  au  lieu  de  Faxe  des  j:, 
dans  le  systeme  des  coordonnees  polaires^  le  calcul  relatif 
a  Y  n'aurait  differe  de  celui  que  nous  venous  de  faire  que 
par  le  changement  reciproque  des  lettres  a  et  i ;  la  ro^me 
remarque  s' applique  a  c,  et  Ton  aura,  en  consequence,  Ics 
formules  suivantes  : 

It 

ens' 0  sin  Q  d  ex. 


Y  ==—  47r/p/ic6   I       • 

Jo     V  ( A'  sin' 9  -h  a^ cos* 


siri^e  H-  b'^  cos'O)  (a'sin^e  -f-  c^cos'O) 

TT 

cos'O  sill  Of/0 


0j(/>2sin2O  -H  c'cos^O) 


r,  r     ^     1       i  cos' Osjn  0^/0 


Jo     V(<^'i 


sin^O  -f-  6^cos*e)  (c^sin'  0  4-fl^cos^0) 
On  donuera  a  ces  expressions  la  forme  Irouvee  precedcni- 
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ment,  et  posant  cos  9  =  u,  elles  coiocideront  aiiisi  avec  les 
formules  (6),  dans  lesqtielles  a,  6,  y  d^signentles  coordon- 
nees  d'un  point  (E^uelcctoque  de  Tinterieur,  ou  de  la  surface 
de  rellipsoide. 

Ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  etant  respectivement  de  signes 
contraires  k  a,  6,  y,  chacune  des  composantes  tend  a  rap- 
proclifer  le  point  de  I'origine.  On  remarquera  encore  que 
ces  valears  ne  changeraient  pas  si  Ton  multipliait  les  quan- 
tites  a,  t,  c  par  an  m^me  nombre.  L'attraction  n'est  done 
pas  changee  par  1' addition  ou  la  soustractiond'unecouche 
comprise  entre  la  surface  de  Tellipsoide  propose  el  une  sur- 
face semblable  plus  grande  ou  plus  petite,  pourvu  que  le 
point  [I  soit  toujours  dans  son  inlerieur^  car  nos  calculs 
sont  fondes  sur  cette  supposition.  D'pu  Ton  coQclut  que  le 
solide  homogine  compris  entre  deux  ellipsoi'des  semblables 
dont  les  axes  coincident  en  direction,  n'exerce  aucune  ac- 
tion sur  un  point  materiel  place  dans  Tinterieur  de  sa  plus 
petite  surface. 

Maintenant  que  le  problime  est  r^solu  pour  un  point 
interieur  a  J'ellipsoide  ou  sur  sa  surface,  il  sufEt  d'y  rame- 
npr  le  cas  d'un  point  exterieur  pour  que  le  probleme  pro- 
pose soit  completement  resolu.  C'est  ce  qqe  Maclaurin  a 
essaye  de  faire  au  moyen  d'un  th^oreme  qui  a  conserve  son 
nom,  quoiqu'il  ne  Tait  pas  d^montre  avec  toule  la  genera- 
lite  necessaire.  II  ay  ait  ete  etabli  p^niblement  par  d'autres 
^eometresj  de  sorte  que  Ton  pouvait  en  faire  Tusage  que 
nous  allons  indiquer.  Mais,  comme  sa  demonstration  n'etait 
pas  simple,  on  a  continu<^  a  chercher  a  perfectionner  cette 
importante  iheorie,  et  M.  Ivory  a  decouvert  un  autre  theo- 
rime  tr^s-el^gant,  qui  remplissait  le  m^me  objet  d'une  autre 
maniere,  et  dont  il  d^duisait  m^me  celui  de  Maclaurin 
dans  toute  sa  g^neralile.  Apr6s  lui,  M.  Rodrigues  a  trouve 
une  autre  demonstration  analytique  fort  simple  de  ce  der- 
nier iheoreme,  et  enfin  M.   Chasles  en  a  donne  une  plus 
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simple  encore  et  tout  a  fait  geom^trique,  que  nous  avons 
d^ja  fait  pressentir,  et  que  nous  allons  faire  connaitre. 

• 

195.  Theoreme  de  Maclaurin.  —  Ce  theoreme  a  pour 
objet  de  comparer  les  actions  de  deux  ellipsoides  homofo- 
caux,  homog^nes  et  de  densites  quelconques,  siir  un  mftme 
point  exterieur  a  I'un  et  a  Tautre.  A  cet  effet,  on  partagera 
chacun  d'eux  en  couches  infiniment  minces^  par  des  sur- 
faces ellipso'idaies  semblables  a  la  surface  qui  le  termine,  et 
respectivement  homofocales.  Nous  avons  demontr^  ^n^  189) 
que  deux  couches  homologues  de  ces  deux  corps  exercent 
sur  le  point  exterieur  des  actions  de  m^me  direction  et  pro- 
portionnelles  aux  masses  de  ces  couches,  et,  par  suite,  a 
celles  des  ellipsoides  proposes.  II  resulte  de  la  qu^en  compo- 
sant  toutes  ces  actions  elementaires,  qui  auront  respective- 
ment un  rapport  constant  et  une  m^me  direction,  on  aura 
deux  resultantes  de  m^me  direction^  et  ayant  entre  elles  ce 
m^me  r^^port.  D'ou  resulte  le  theoreme  suivant  ; 

Deux  ellipsoides  homofocaux  homogenes  exercent  sur 
un  ni^me  point  exterieur  quelconque  des  actions  de  mSme 
direction  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces  corps, 

Cette  proposition  aura  encore  lieu  lorsque  la  surface 
d'un  des  ellipsoides  passera  par  le  point  m^me,  et  on  voit 
facilement  que  pour  calculer  Taction  d'un  ellipsoi'de  homo- 
gene  sur  un  point  exterieur,  il  suffira  de  determiner  I'ellipT 
soide  homofocal  passant  par  ce  point,  auquel  on  donnera 
la  m^me  densite  qu'au  premier,  Les  formules  (6)  feront 
connaitre  les  composantes  de  son  action  sur  ce  point,  et  il 
suffira  de  les  multiplier  par  le  rapport  du  volume  de  Tellip- 
soi'de  propose  a  celui  du  second,  pour  avoir  les  composantes 
de  Taction  du  premier.  Nous  allons  eifectuer  ce  calcul. 

196.  Application  du  theoreme  de  Maclaurin,  —  Nous 
avons  demonlre  precedemment  ce  the'oreme,  et  nops  allons. 
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montrer  maiotenant  rusage  que  Yon  en  peut  faire  poui^ 
obtenir  raciion  d*un  ellipsoi'de  sur  un  point  ext^rieur,  cou'- 
naissant  son  expression  pour  un  point  interieur. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  demi-axes  de  reliipso'ide  donne, 
A\  B',  C  ceux  de  rellipsoide  homofocal,  passant  par  le 
point  exterieur  (a,  6,  y).  Les  composantes  de  Taction  de  ce 
dernier  snr  ce  point  se  calculent  directement,  sans  diffi- 
culte^  et  sont 

X= j^      i        7 7. 

Jo  v^-^1  v^-A-^-n 

Y= —--     /       -^-5^ ^ -,, 

B"-.A''  y  I        C'»— A'2 


>-^)( 


A'^ 


A 


TV    /»* v^ 

Si  I'on  observe  que  I'ou  a 

B^—A'*— B* A'       r/» A'2  —  r» A2        _  —  ^  "  '^ 

B  A    -B         A,      C    -A    -t-A,       j^-     ^g^ 


et  qu  on  pose 


V  u 

a^  =  a' 


ce  qui  donne  o  et—  pour  limites  de  «;  si,  ensuite,  on  inul- 

A. 

liplie  les  trois  composantes  X',  Y',  Z'  par         .-^  5  on  aura, 

A    D  Ci 

d'apres  le  theoreme  de  Maclaurin,  les  composantes  de  Tai- 
traclion  de  rellipsoide  donne  5  et  Ton  reirouvera  ainsi  les 
formules  (5). 
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197.  Theoreme  d^li^ory.  —  Ce  theoreme  a  aussi  pour 
objet  de  ramener  VattracUon  d'un  elHpsoide  homog^De  siir 
un  point  exterieur,  a  cellc  d'un  autre  dlipsofde  sur  un  point 
de  son  interieur.  U  n'offre  aucuu  a  vantage  sur  celui  de 
Maclaurin;  mais,  comme  nous  Tavons  dit,  son  auteur  Fa 
fait  connaitre  a  une  epoque  ou  Tautre  n'^tait  pas  encore 
bien  rigoureusement,  ou  du  moins  bien  simplement  de-' 
montr^;  et  il  a  ete  consider^  par  les  geometres  comme  une 
decouverte  importante. 

Soient  a,  G,  y  les  coordonnees  d'un  point  exterieur  a  un 
ellipsoi'de  dont  les  demi-axes  sont  A,  6,  C*,  la  composante 
X  de  son  attraction  sur  ce  point  sera 


-^'fff 


[x —  ct.)dxdydz 


[(:r-a)'+(jr-6)'-h(*— 7)r 


les  inlegrales  s'elendant  au  volume  entier.  Integrant  par 
rapport  a  x^  et  designant  par  r^,  r,  les  distances  du  point 
attire  aux  points  extremes  du  filet  de  rellipsoi'de,  dans  le- 
quel  on  a  fait  Tintegration,  on  trouvera 


= -^'//**  (;.  - ;.) 


Coucevons  maintenant  un  ellipsoi'de  homofocal  avec  le 
premier,  passant  par  le  point  donne ,  el  cherchons  son 
attraction  sur  le  point  correspondant  a  ce  dernier  sur  la 
surface  du  premier  eHipsoide.  Pour  cela  nous  prendrons  le 
rectangle  dy dz\  dont  les  points  seront  les  correspondants. 
de  ceux  de  dydz^  et  nous  int^grerons  dans  Tetendue  du 
filet  du  second  ellipsoide,  qui  se  projelte  suivant  dy  dz  sur 
le  plan  YZ.  Nous  trouverons,  pour  la  composante  de  I'at- 
traction  de  ce  dernier  corps  sur  le  point  correspondant  au 
point  donne, 
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Les  rayons  r^  et  fj  soni  les  memes  que  pour  le  premier  ellip- 
so'ide,  puisque  leurs  exlremit^s  son  I  respectivemenl  corres- 
pondantes  de  celles  des  autres. 

Or,  dydz' :  dydz  II  B'C  :  BCj  el  celte  proportion  ayant 
lieu  pour  les  portions  des  integrales  relatives  a  deux  filets 
correspondants  quelconques,  aura  lieu  pour  les  integrales 
elles-m^Qies ',  dou  resulte 

x:X'::BC:B'c% 

et  de  meme 

Y:Y'::  ACtA'C, 
Z:Z'::  ABiA'B. 

On  peut  done  enoncer  le  theor^me  suivant,  qui  est  celui 
d'lvory  : 

Les- at  tractions  que  deux  ellipsoides  homofocaux  exer- 
cent  parallelement  a  chaque  axe,  surdeux  points  corres- 
pondants places  sur  leurs  surfaces  respeptii^es,  sont  enlre 
elles  comme  les  produits  des  deux  axes  perpendiculairps  4 
chaque  composante. 

Poisson  a  remarque  que  ce  theoreme  etait  independant 
de  la  loi  d'attraction.  Car  si  la  fonction  de  la  distance  qui 
pxprime  rattraciion  est  de9]gnee  par  F(r)5  on  aur^ 


-'/// 


(x  —  a)€ixdydzl?  [r) 


integrant  par  rapport  a  x  Texpression  (x — a)F{r)  — » 
QU  F  (r)  rfr,  et  designant  le  resultat  par  y  (r),  on  aura 

Pour  le  second  ellipsoi'de,  on  trouvera  de  m^me 
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d\)u  Ton  conclurait  encore 

X:X'::BC:B'C', 

et  de  m^me  pour  les  autres  composantes. 

198.  Application  du  theoreme  tTIuory,  —  On  voit  que, 
d'apres  ce  theor&me,  on  connaitra  les  composantes  de  rat- 
traction  d'un  ellipsoide  sur  un  point  exterieur,  en  faisant 
passer  par  ce  point  un  ellipsoide  homofocal,  et  cherchant 
les  composantes  de  son  attraction  sur  le  point  correspon- 
dant  de  la  surface  du  premier;  puis  multipliant  les  compo- 
santes par  les  rapports  des  produits  des  axes  perpendicu- 
laires. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  dsmi-axes  de  relHpsoi'de  pro- 
pose, A',  B',  C  ceux  de  rellipsoi'de  homofocal  passant  par 
le  point  donne  (a,  6,  y) ;  A",  B'^  CJ'  ceux  d'un  ellipsoide 
semblabl^  au  second  et  passant  par  le  point  (a',  6',  /)  cor- 
respondant  a  (a,  6,  y)  sur  le  premier-,  enfin  M,  M',  M''  les 
masses  de  ces  trois  corps. 

Les  composantes  de  Tattraction  du  troisieme  ellipsoide 
sur  le  point  [ol\  S\  y')  seront  les  m^mes  que  celles  du  se- 
cond-. On  aura  done,  d'apr^s  les  formules  connues  pour  les 
points  de  la  surface, 

X'  =  --  -^'^''' 


'^1  s/^^^WV' 


A"' 


Mais,  d'apres  la  similitude  des  deux  derniers  ellipsoides, 
on  a 

B'/2  _  A"'  __  B'^—  A"       C"^—  A"^  _  C"''—  A'2 
P^        ~        IT'       '  A"^        ""       A^^      *' 

-777^  =  -r73  >  et,  de  plus,  «'=  — •,  done,  en  observant  que 
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Ton  a  B"  —  A"  =  B'  —  A»,  C"  —  A"  =  C»  -  A',  on  aura 


'J 


PosoDS  main  ten  ant 

V  u 

et  mullipliant  par  grTv?  on  trouveia 


II  en  serait  de  meme  des  deux  autres  composantes,  et  Ton 
retombe  encore  sur  les  formules  (5). 

Passage  du  iheor^me  d'lvorjr  a  celui  de  Maclaurin, 

i99.  Soienl  X,  Y,  Z  ies  composantes  de  I'at traction  de 
I'ellipsoide  dont  les  trois  demi-axes  sont  A,  B,  G,  sur  le 
point  exterieur  dont  les  coordonnees  sont  a,  6,  75  X'^,  Y^', 
Z"  les  composantes  de  I'attraclion  de  rellipsoide  homofocal 
passant  par  le  point  (a,  S,  7)  sur  le  point  correspondant, 

qui  a  pour  coordonnees  -77^-7^9  —-5  A',  B',  C  etant  les 

A  Mj  y^ 

demi-axes  de  cet  ellipsoide  ^  et  enfin  X',  Y',  Z'  les  com- 
posantes de  TaUraction  du  second  ellipsoide  sur  le  point 
(a,  6,  7)  de  sa  surface. 

Le  iheoreme  dlvory  donne 

X"~B^'      Y"""A^''      P~A^'' 
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niais,  pour  tout  point  dc  Tinterieur  d'un  ellipsoide^  les 
composantes  de  Tat  tract  ion  sont  proportionnelles  k  la  coor- 
donnee  parall^le ;  done 

X'T'      Y"'~"B^'      Z^"~(?' 

d'ou  Ton  conclut  imraedialement 

X  _    ABC    _  Y  _  Z 
X'  "^  A'B'C  ""  Y'  ~"  r' 

Consid^rons  de  m6flie  un  ellipsoi'de  homofocal  ayant  pour 
demi-axes  A,,  Bi,  Ci,  et  auquel  le  point  a,  6,  y  soit  exte- 
rieur.  Soient  Xi,  Yi,  Zi  les  composantes  de  son  action  sur 
ce  point ;  on  aura  encore 


d'ou 


X. 
X' 

— 

A,B,  C, 

A'  B'  a " 

Y.        Z. 

Y'        Z" 

X 

X, 

— 

Y         Z 

Y.  "'Z, 

ABC 
A,B,C, 

ce  quii  n'est  autre  chose  que  le  theoreme  de  Maclaurin. 
Par  une  inarche  inverse,  on  pass^rait  de  ce  dernier  a  celui 
d'lvory. 

200.  Consequence  reniarquable  da  theoreme  d^Iv^ory. 
—  Gonsiderons  deux  spheres  concentriqucs  homogenes 
ayant  pour  rayons  a  et  A ;  le  theoreme  dlvory  montre  que 
I'action  P  de  la  sphere  A  sur  un  point  situe  en  m,  sur 
la  surface  de  la  sphere  interieure,  est  a  Taction  p  de  la 
sphere  a  sur  un  point  situe  en  M  sur  la  surface  de  Tautre^ 
comme  A*  est  a  a' ;  on  a  done 

A' 

?  =  p  — 
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Ce  resultat  est  iiidependant  de  la  loi  d'attraction,'  or,  si 
nous  supposons  une  loi  telle,  qu'une  couche  spherique 
homog&ne  n'exerce  aucune  action  sur  un  point  de  son  in- 
terieur,  Taction  de  la  sphere  A  sur  le  point  m  doit  ^tre 
independante  de  A;  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

c 

c  etant  une  constante  :  d'ou  il  suit  que  Taction  d'une  sphere 
quelconque  sur  des  points  exterieurs  situes  a  des  distances 
arbitral  res  de  son  centre  est  en  raison  inverse  des  carres 
de  ces  distances;  et.  comme  on  pent  supposer  la  sphere 
aussi  petite  qu'on  voudra,  la  m^me  loi  devra  avoir  lieu 
pour  Taction  d'un  point  materiel  sur  des  points  quel- 
conques.  On  conclut  de  la  cette  proposition  importante  : 

La  seule  loi  d^ attraction  pour  laquelle  une  couche  splw'^ 
rique  homo  gene  nexerce  aucune  action  sur  les  points  de 
son  interieur,  est  celle  de  la  raison  immerse  du  carre  de  la 
distance. 


LIVRE    II.    —    DTNAMIQUE.  33 y 


LIVRE  DEUXIEME. 

DYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

CONSIDERATIONS  GfiNfiRALES- 


Nous  allons  maintenant  considerer  le  mouvement  dans 
ses  rapports  avec  les  causes  qui  le  produisent,  et  t[ue  nou» 
avons  designees  generaiement  sous  le  nom  Ae  forces. 

201 .  Inertie,  —  Quand  un  corps  parait  passer  du  repos 
au  mouvement,  c'est-a-dire  lorsqu'il  se  deplace  par  rapport 
aux.objets  qui  semblent  immobiles  a  la  surface  de  la  terre^ 
on  reconnait  le  plus  ordinairement  une  cause  exterieuro 
qui  a  agi  sur  lui  en  ce  moment  5  ou  encore  une  cause  qui 
agissail  d^ji  sur  lui  pendant  le  repos,  mais  dont  Faction 
etait  d^truite  par  un  obstacle  qui  a  cesse  d'exister,  a  I'ln- 
stant  ou  I'on  a  vu  le  mouvement  commencer;  el  il  est  na- 
lurel  d'etendre  ce  fait  au  cas  ou  le  corps  partirait  du  repos 
absolu.  Cela  pose,  on  est  porle  a  admettre  que,  si  un  corps 
se  met  en  mouvement   sans  qu'on  en  aper^oive  aucune 
cause  hors  de  lui,  cette  cause  n'en  existe  pas  moins   mais 
seulement  que  les  moyens  nous  manquent  pour  recon- 
naitre  son  existence. 

Deplus,  Texperience  montre  constamment  qu'^i  mesure 
I. 
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que  les  actions  exterieures  diminuent,  le  mouvement  des 
corps  tend,  de  plus  en  plus,  k  devenir  rectiligne  et  uni- 
formed d'ou  Ton  conclut  que  telle  serai t  rigoureusement  la 
nature  du  mouvement  si  toutes  les  actions  ou  resistances 
n'existaient  pa^ 

C'est  de  Tensemble  de  tous  ces  faits  que  Ton  a  d^duit  le 
principe  de  rinerlie  de  la  maliire,  qui  a  et^  confirme  sans 
aucune  exception,  par  Taccord  des  cons^uences  qu'on  en 
a  tirees  avec  les  faits  resultant  d'experiences  directes.  II 
pent  ^tre  ^nonc^  de  la  maniire  suivante  : 

Tout  point  materiel  en  repasy  reste  tant  qa'il  ne  sur- 
vient  aucune  action  extetieure  ou  force ;  et  s'il  se  meut 
sans  gu' aucune  force  lui  soit  appliguie,  son  mouvement 
sera  rectiligne  et  uniforme. 

Mais  il  ne  faut  pas  entendre  par  la  qu  un  corps  n'entre 
pour  rien  dans  la  production  des  forces  qui  pen  vent  agir 
sur  lui.  L'ensemble  des  phenomines  naturels  montre,  au 
contraire,  que  ces  forces  naissent  toujours  de  Taction  mu- 
tuelle  de  ce  corps  et  d^autres  corps.  L^inertie  consiste  done 
en  ce  qu'un  point  materiel  ne  pent  ehanger  de  lui-m^me 
son  ^(at  de  repos  ou  de  mouvement  rectiligne  uniforme,  el 
qu  il  faut  toujours  pour  cela  Texistence  et  Taction  d'autres 
points  mat^riels. 

202.  Nous  allons  maintenrnt  faire  connaitre  un  prin- 
cipe general  auquel  on  a  ^t^  conduit  par  une  foule  d'c^r- 
vations  et  d'exp^riences,  et  qui  est,  v^rifi4  par  Taccord 
coQstanl  entre  les  r^oltut^  au^cquels  conduit  son  admis<> 
sion,  et  rohservation  direete  des  phenomin^s.  II  consiste 
en  ce  que : 

Si  tous  Us  points  d'un  sjstime  ont  des  vitesses  con-" 
stantes  et  egales,  et  se  meui^ent  suiyant  des  directions  pa-" 
ralleles,  et  que  Vun  d'eux  viennc  h  Stre  sollicite  par  une 
certaiue  force^  son  mouvement  relatiyement  aux  autres 


sera  le  mime  que  si  le  mouvement  commun  oA  systhme 
n^afoit  point  existe,  ei  que  le  point  en  question  eUt  eti  sol*- 
licite  par  la  mdmeforce^  agissant  dans  la  mSme  direction. 
On  aper^oit  facilement  par  quel  genre  d'experiences  on 
pourrait  reconnaitre  la  v^rite  de  ce  principe  m.  la  terre  etait 
immobile.  On  donnerait  nn  mouvement  uniforme  commun 
a  un  systeme  de  points  mobiles  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  on  appliquerait  a  Tun  d'eux  une  force  dont  on  fe- 
rait  varier  la  direction  et  Tintensite,  et  Ton  observerait  le 
mouvement  relatif  de  ce  point.  On  rep^terait  les  m^mes 
experiences  en  changeant  le  mouyement  uniforme  com- 
mun, et  Ton  reconnai trait  que  le  mouvement  relatif  est 
tout  k  faitind^pendant  du  mouvement  uniforme  commun, 
et  le  mAme  que  si  ce  dernier  n'existait  pas. 
'  Ces  experiences  out  ^te  faites,  mais  on  ne  saurait  en  con- 
clure  le  principe  en  question,  parce  que  la  terre  ^tant  en 
mouvement,  le  systeme  auquel  on  donnerait  un  mouvement 
uniforme  par  rapport  aux  objets  qui  restent  fixes  a  la  sur- 
face de  la  terre,  n'aurait  reellement  un  mouvement  uni- 
forme commun  dans  Tespace,  que  si  ces  objets  eux-m^mes 
etaient  animes  d'un  mouvement  uniforme  commun.  Or, 
on  sait  qu'il  en  est  autrement,  et  que  les  points  qui  occu- 
pent  toujours  une  m^me  position  a  la  surface  de  la  terre 
cbangent  coniinuellement  de  vitesse  pendant  le  cours  de 
Tannee.  Cependant  les  mdmes  faits  se  reproduisant  tou- 
jours, quelle  que  soit  cette  vitesse,  Fanalogie  conduit  k  ad- 
mettre  qu*il  en  serait  encore  ainsi  si  elle  ^tait  nulle,  et  Ton 
oblient  alors  le  principe  general  que  noiis  avons  enonce.  A 
la  verity,  on  nepeut  pas  dire  qu*il  soit  rigoureusement  eta- 
bli  par  I'exp^rience,  il  resuhe  d'exp^riences  et  d'induc- 
tions;  roais  il  se  presente  avec  assez  de  probability  pour 
servir  de  base  a  une  theorie.  Si  Ton  trouve  que  les  indica- 
tions de  cette  theorie  sont  toujours  d'accord  avec  I'expe- 
rience,  cela  lui  donnera  une  probabilite  de  plus  en  plus 

22. 
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grande^  et  qui  ^uiyaudra  pour  nous  k  la  certitude.  Nous 
en  dirons  autant  des  autres  principes  auxquels  nous  serons 
conduits  par  des  experiences  repetees,  dont  nous  ^tendrons 
et  g^^raliserons  les  resultats. 

203.  Moui^ement prodmt  par une  force  constante,  —  On 
entend  par  force  constante  celle  qui  exerce  la  m^me  action 
sur  le  corps  aiiquei  elle  est  appliquee,  quel  que  soit  le  mou- 
yement  de  ce  corps.  Geia  pos^,  consid^rons  un  point  ma- 
teriel ayant  d^abord  un  mouvement  rectiligue  et  uniforme. 
Si  on  lui  applique  une  force  constante  dans  le  sens  de  son 
mouvement,  sa  vitesse  augmenteia  de  quantites  egales 
dans  des  temps  egaux  quelconques,  puisque,  d^apres  le 
principe  pr^^ent^  Taccroissement  de  vitesse  est  indepen- 
dant  de  la  vitesse  pr^cedemment  acquise.  Ainsi,  le  mouve-r 
ment  rectiligne  d'un  point  sollicit^  par  une  force  constante, 
et  partant  avec  une  vitesse  initiale  quelconque,  est  tel,  que 
la  Vitesse  croit  de  quantites  proportionnelles  au  temps.  On 
voitde  la  m^me  mani^re  que  si  la  force  etait  en  sens  qojx^ 
traire  du  mouvement  initial,  la  vitesse  diminuerait  pro- 
portionncUement  au  temps  ^  et  a  partir  de  I'instant  ou  elle 
serait  annul^e,  le  mouvement  changerait  de  sens,  et  la 
variation  de  la  vitesse  serait  toujours  la  m^me  qu^aupara- 
vant,  dans  des  temps  egaux. 

Une  force  constante  produit  done  le  mouvement  que 
nous  avons  nomm^  uniformement  varie  (Introd.^  n°  7). 
En  designant  par  f^  la  vitesse,  positive  ou  negative,  du 
point,  pour  une  valeur  quelconque  du  temps  t ;  par  b  la 
vitesse  initiale,  c'est-a-dire  correspondante  a  ^=o;  enfin 
par  a  V acceleration  positive  ou  negative,  produite  par  I'ac- 
tion  de  la  force  sur  le  point  materiel,  on  aura,  comme  dans 
le  numero  qui  vient  d'etre  cile^ 

,       dx 
at 
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el 

cd^signaut  la  valcur  initiate  de  X,  et  d^terminanl,  pai 
cons^tpient,  la  position  initiate  du  mobile. 

204.  Si  la  force,  au  lieu  d'£tre  consume,  augmeDtait  ou 
dimiQuait  d'une  mani^  coDtione,  on  pourrait  regardec 
camme  Evident  que  la  vitesse  ne  croilrait  plus  de  guantites 
^ales  dans  dcs  temps  ^gaux,  comme  dans  le  cas  ou  la  force 
etait  toujours  la  m^me.  On  conceit  au  resie  combien  il  a 
4ie  facile  de  verifier  par  leiperience  celte  ibduction  si  na- 
turelle.  Et  nous  en  d^uisoos  cette  ciHis^queDce  imm^ 
diate,  que  : 

Si  un  point  materiel  eH  anime  d'un  moiivement  uaifor- 
mementvarie,  H  est  neceisairement  soUicile  par  une force 
oonsiante, 

205.  Bemarques.  —  La  consideration  du  temps  est  n^ces- 
saire  dang  la  production  de  tout  mouvement,  parce  qu'il  faut 
toujours  UD  temps  iini  pour  que  I'action  d'une  force  fasse 
acquerir  a  un  corps  une  vitesse  finie.  Quelquefois  on  a  dis- 
tingue deux  esp&ces  de  forces  :  les  unes,  que  I'on  nommait 
instantanees,  produisaient  des  vitesses  finies,  sans  que  leur 
action  s'exer^at  pendant  un  intervallede  temps  qoelconque, 
St  petit  qu'on  piit  le supposer ;  les  aulrea,  que  Ton  nommait 
acceleratricet,  avaient  besoin  d'agir  pendant  uo  temps  fini 
pour  produire  une  vitesse  finie.  Mais,  comme  tonles  les 
actions  sont  continues  dans  la  nature,  et  que  les  forces 
instantanees  n'ont  aacune  existence  r^lle,  les  g^m^tres 
s'accordent  g^dralement  it  ne  pins  les  admettre  dans  la 
science.  11  n'en  sera  jamais  question  dans  ce  cours,  et  nous 
ne  considererons  que  les  forcis  continues,  c'est-a-dire  qui 
ne  produisent  une  vitesse  finie  que  quand  leur  action  ^'esl 
exercee  sans  discontinuite  pendant  un  temps  lini. 


/ 
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206.  Si  deux  points  ayant  des  masses  ^gales  partem  du 
repos  et  sont  soUicites  par  des  forces  ^gales  et  parall^les, 
lis  prendront  ua  mouvement  identique,  et,  par  consequent, 
on  ne  cbangera  rien  a  leur  etal,  en  supposant  quails  soieut 
lies  invariablement  Tun  a  Tautre,  et  que  leur  systeme  soit 
soUicite  par  la  force  double  qui  est  la  resultantedes  deux 
autres,  et,  par  eottsequent,  appUqu^e  au  centre  de  gravite 
des  deux  points.  II  en  serait  de  mAme  pour  un  nombre 
quelconque  de  points,  de  sorte  que  si  deux  masses  sont  dans 
le  rapport  de  m  a  n,  et  qu*elles  soient  sollicitees  par  des 
forces  dans  le  m^me  rapport,  appliquees  a  leurs  centres  de 
gravite  respectifs,  eUes  prendront  des  moUTements  idemi* 
ques,  et  toas  leurs  points  decriront  des  droites  parall^les. 

Si  Tune  des  masses  ^tait  soUicit^e  par  une  force  moin^ 
dre ou plus  grande  que  celle  qui  resulte  de  cette proportion, 
elle  aurait  ^videmment  un  mouvement  different  de  Tautre. 
D'ou  resulte  cette  r^ciproque,  que  si  deux  masses  in^gales 
ont  un  m6me  mouvement,  les  forces  qui  leur  sont  appli- 
quees sont  proportionnelles  a  ces  masses. 

207.  jipplk€Uion  Ja  ce  qui  precede  a  la  pesanieur.  — 
L'experienee  a  appris  que  tons  les  corps,  abandonnes  dtiis 
le  vide  a  la  libre  action  de  la  pesanteur,  prennent  des 
mouvemeolB  identiques,  quelles  que  soient  leur  grandeur, 
leur  esp^e  et  par  consequent  leur  masse.  On  doit  conclure 
de  la  que  lesjorces  respectives  auxquelles  tOus  les  corps 
sont  soum^,  pendant  leur  mou\^ment^  par  taction  de  la 
pesanteur,  ou  les  poids  de  ces  corps,  sont  proportion^ 
nelles  aux  masses  de  ces  corps. 

L'experience  a  encore  fait  connaitre  les  deux  faits  sui* 
vanta,  dont  Tun  est  une  consequence  de  Fautre;  savoir, 
que  les  espaces  parcourus  par  un  corps  qui  part  du  repos 
et  abandonnd  a  la  libre  action  de  la  pesanteur,  sont  pro- 
portionnels  aux  carres  des  temps*,  et  que  les  vitesses  acqui- 
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ses  sont  proportionnelles  aux  temps*  De  Tun  ou  de  I'autre 
de  ces  faits^  on  conclut^  d'apria  la  discussion  pr^c^ente, 
que  la  force  k  laquelle  ce  corps  est  soumis  est  ConstammeDt 
la  m&me  pendant  tout  le  coar's  de  son  mouYement. 

On  peat  reconnaitre  encore  que  son  intensity  est  la 
m^me  que  lorsque  le  corps  est  en  repos.  En  effet,  au 
moyen  d'un  appareil  semblable  k  celui  de  la  machine 
d'Atwood,  on  pent  commmiiquer  a  un  corps  un  mouve- 
ment  vertical  uniforme.  Dans  ce  cas,  la  force  produite  par 
la  pesanteur  est  detruite^  et  Ton  peut  en  avoir  la  mesnre 
exacte  par  la  tension  d'un  ressort  auquel  serait  suspendu  le 
corps  el  qui  participerait  au  mouvemcnt  vertical.  Or  Tex- 
perience  prouve  que  cette  tension  est  la  mime  que  lorsque 
le  syst^me  est  en  repos;  d'ou  il  suit  que  le  poid$  d^un 
corps  est  le  mSme  dans  ritat  de  repos  et  dans  Fetat  de 
mouuement, 

Les  masses  des  corps  ^tant  done  proportionnelles  k  leurs 
poids  dans  Vetat  de  repos,  les  instruments  qui  servent  a 
mesurer  ces  poids  serviront  k  determiner  les  rapports  des 
masses,  et  Von  jpourra  representer  ces  derni^res  quantity 
par  des  nombres,  en  prenant  pour  unit^  la  masse  d'un  vo- 
lume determine  d'une  substance  choisie  arbitrairement,  et 
prise  a  une  temperature  determinee.  Avant  les  experiences 
de  Galilee  sur  la  chute  des  corps,  on  ne  pouvait  savoirque 
les  masses  etaient  proportionnelles  aux  poids  ]  et  il  en  se- 
rait tout  autrement  si  la  pesanteur  ^tait,  par  exemple,une 
force  du  genre  des  attractions  magnetiques  qui  ne  s'exer- 
cent  pas  sur  toutes  les  substances,  et  m6me  qui  s'exercent 
inegalement  sur  celles  qui  sont  soumises  k  leur  influence. 

208.  La  vitesse  acquise  par  les  corps  pesants  tombant 
librement  dans  le  vide,  pendant  un  temps  donne,  depend 
du  lieu  ou  se  fait  la  chute ;  elle  subit  de  petites  variations 
suivant  la  latitude  el  I'eievation  au-dessus  du  niveau  de  la 
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mer.  Nous  ne  nous proposons  pas  ici  d'enfaire.connaitre 
les  lois,  et  nous  nous  bomerons  a  donner  la  valeur  de  la 
Vitesse  acquise  par  un  corps  qui  tomberait  pendant  Tunite 
de  temps,  dans  le  vide,  a  TObservatoire  de  Paris. 

Pour  determiner  d'abord  I'unit^  de  temps,  nous  suppo- 
serons  le  jour  moyen  partage  en  24  heures,  Fheure  en 
60  minutes,  la  minute  en  60  secondes;  et  nous  prendrons 
pour  unite  la  seconde,  on  la  86400*^  partie  du  jour  moyen. 

Le  jour  sideral,  ou  la  duree  de  la  rotation  de  la  terre  sur 
elle-m^me,  est  plus  court  que  le  jour  solaire  a  cause  du 
mouvement  propre  du  soleil ;  il  n'est  que  de  861 64^09  se- 
condes.  Cela  pose,  si  nous  designons  par  g  la  vitcsse  acquise 
pendant  une  seconde  par  un  corps  tombant  dans  le  vide,  a 
rObservatoire  de  Paris ,  nous  aurons,  d'apres  des  e^pe^ 
riences  precises  dont  nous  parlerons  plus  tard, 

g  =  9",8o896^ 
le  m^tre  elant  Funite  de  longueur. 

209.  D'apres  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  mouvement 
uniformement  varie,  nous  aurons  dans  le  cas  d'un  corps  qui 
tombe  verticalement  dans  le  vide,  en  supposant  la  vitesse 
initiale  nulle,  prenant  Torigine  des  x  au  point  de  depart, 
el  les  OQ  positifs  dans  le  sens  de  la  pesanteur^ 

v  =  gt,     -^^  —^ 
et^  par  suite, 

v^zzzT.gx^      oil      P=:z  \7,gX, 

Cette  derfiiere  expression  s'appellecommunement  la  vitesse 

due  a  la  hauteur  x^  et  reciproquement,  a:  ou  ^ —  s'appell^ 
la  hauteur  clue  a  la  vitesse  v. 
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Si  le  corps  est  lanc^  verticalement  de  bas  en  haul  avec 
une  yitesse  a,  on  aura,  en  prenant  I'origine  des  x  au  point 
de  depart,  et  les  x  positifa  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
tear, 

V  =  a  —  gty     X  =z  at  —  ^-« 


La  Vitesse  deviendra  nuUe  pour  f  =  ->  d'ou  x  =  — •  Le 

^  g  ^g 

mobile  monte  done  pendant  un  temps  ^gal  a  celui  qu'il 
mettrait  a  acquerir  la  yitesse  initiale  a;  et  Tespace  qu'il 
parcourt  en  s'elevant  est  ^gal  a  celui  qu'il  parcourrait  en 
descendant  pendant  le  m6me  temps  sans  yitesse  initiale. 

*Le  mobile  apr&s  le  temps  -  redescend,  puisqueTexpres- 

g 

sion  de  la  vitesse  change  de  sigue*,  et  d'apris  ce  qui'  yient 
d'etre  dit,  il  doit  se  trouver  au  point  de  depart  ayec  une 
yitesse  egale  a  —  a,  apres  un  noiiyel  interyalle  de  temps 

agali-T-    Et,   en   effet,   les  formules  pr^c&lentes,  pour 

7.a      , 
f  =  —  y  donnent 
g 


Proportionnaliii  de  la  vitesse  a  la  force. 

210.  Ce  principe  fondamental  de  la  dynamique  consiste 
en  ce  que  deux  forces  constantes  quelconques  qui  sollicitent 
des  masses  egales  pendant  un  m^me  temps,  leur  font  acque- 
rir des  yitesses  qui  sont  entre  elles  dans  le  m^me  rapport 
que  les  deux  forces. 

Beaucoup  degeomitres  ont  admis  ce  principe  comme  une 
hypothise;  et  ils  yerifiaient  son  exactitude  par  Faccord 
entre  les  resultats  des  theories  fondees  sur  elle,  et  *des  ex- 
periences ou  des  observations  directes. 
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Mais,  comme  il  est  une  des  bases  princi pales  de  ladyna- 
mique,  nous  croyons  devoir  montrerGomment  on  peut  en 
reconDailre  1' exactitude  par  des  experiences  de  diffecente 
nature,  et  que  Ton  pent  faire  pour  autant  de  valeurs  diflli- 
rentes  que  Ton  voudra  de  la  force  acc^leratrice  constante, 
ce  qui  n'emp^chera  pas  d'ailleurs  de  faire  par  la  suite  les 
verifications  dont  on  se  contentait  ordinairement. 

fiappelons-nous  d'abord  le  principe  admis  precedem* 
ment,  que  le  mouvement  rectiligne  et  uniforme  commun  a 
un  systime  de  points  n'influe  pas  sur  le  mouvement  relatif 
produit  par  une  force  particuli^re  qui  agit  sur  Tun  d'eux« 
Nous  pourrons,  d'apris  cela,  en  regardant  les  points  sou* 
mis  aux  experiences  comme  ayant  une  vitesse  commune 
constante  en  grandeur  et  en  direction,  supposier  la  terre 
immobile  quand  il  s^agira  d'etudier  les  mouvements  absolus 
que  produiraient  di  verses  forces  sur  des  corps  situes  a  sa 
surface ;  car  le  mouvement  relatif  que  ron*"  observera  ne 
difierera  pas  du  mouvement  absolu  qui  serait  produit  par 
ces  m^mes  forces  agissant  seules  sur  les  m^mes  corps  par- 
tant  de  I'^tat  de  repos  :  le  mouvement  d'un  point  quel- 
conque  de  la  terre  pouvant  ^tre  suppose  rectiligne  et  uni- 
forme, pendant  un  temps  considerable,  ainsi  que  celui  des 
corps  voisins  qui  semblent  immobiles. 

Pour  etudier  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  mouvement 
d'une  m^me  masse ,  soUicitee  successivement  par  diverses 
forces  constantes,  et  partant  toujours  de  I'etat  de  repos, 
on  pent  faire  usage  d'appareils  analogues  k  la  macbine 
d'Atwood,  et  qui  donnent  le  moyen  de  faire  varier  d'une 
infinite  de  maniires  la  force  appliqu^e  a  une  m^me  masse, 
et  de  mesurer  avec  une  grande  precision  la  vitesse  acquise 
apr^s  I'unite  de  temps.  II  sera  facile  alors  de  determiner 
la  loi  suivant  laquelle  cette  vitesse  varie  avec  la  force  qui 
la  produit. 

Designons  par  M  la  masse  de  Fun  quelconque  des  poids 
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^aux,  primiUvement  en  ^uilibre  sur  la  machine,  et  par  m 
la  masse  du  poids  additioonel  p.  Toua  les  poinu  da  sys- 
t^me  ayant  le  £6ine  mouvement,  des  masses  ^ales  sont 
sollicitees  par  des  forces  egales ;  ainsi  une  masse  ^ale  a 
m  ne  sera  plus  soUicitee  par  la  force  p,  mais  par  la  force 

p  — — y  ou Zm  \  ct  I'on  peut  choisir  le  rapport  — 

iH-a  — 
m 

de  maniere  que  la  masse  m  soil  sollicit^  par  une  force 

ayani  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  p.  Ot, 

en  determinant  les  vitesses  acquises  dans  chaque  cas  apres 

une  seconde,  commeon  peut  le  fa  ire  par  des  procedes  tris- 

precis  que  nous  ne  pouvons  detailler  ici ,  on  les  trouvera 

dans  le  m^me  rapport  que  les  forces,  avec  d'autant  plus 

d'approximation  que  Ton  aura  plus  diminu^  les  resistances 

etrang^res. 

On  peut  m^me  s'assurer  que  la  force  appliquee  k  la 

masse  2  M  est  constante  pendant  le  mouTcment.  II  sufiGra 

de  suspendre  le  poids  additionnel  au  moyen  d'un  ressort 

qui  en  fasse  partie,  ou  qui  soit  compris  dans  Tune  des 

masses  en  ^quilibre.  On  reconnaitra  qu'il  est  toujours  ^a- 

lement  t^ndu  pendant  le  mouTement,  et  que  par  consequent 

la  force  avec  laquelle  la  masse  2  M  est  tiree  est  constante. 

Sa  valeur  indiqu^e  par  I'allongement  du  ressorl,  etant  di- 

visee  par  —  9  donnera  la  force  appliquee  a  la  masse  m, 

et  devra  coi'ncider  avec  celleque  nous  avions  deja  trouvee, 
P 


savoir 


M 

H-2  — 

m 


211  •  On  pourrait  encore  diminuer  la  pesanteur  dans  un 
rapport  connu  arbitraire,  en  faisant  descendre  un  corps  sur 
un  plan  incline.  En  effet^  si  Ton  designe  par  a  Tangle  de 
la  verlicale  avec  ce  plan,  le  poids  du  corps,  au  lieu  d'etre 
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p,  sera  p  cos  a,  et  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  depuis  o 
jusqu'a  p.  On  pourra  encvre  determiner  la  vitesse  acquise 
apris  uneseconde,  et  I'on  trouvera  ces  vitesses  proportion- 
nelles  aux  forces,  ou  du  moins  cette  loi  se  rapprochera 
d'autant  plus  de  Tesactitude,  que  Ton  aura  diminue  davan- 
tage  les  frottements  et  resistances  de  toute  espece. 

Nous  regarderons  maintenant  ce  principe  comme  de- 
montre,  ainsique  les  precedents,  et  I'objetde  la  mecanique 
rationnelle  sera  de  deduire  de  ces  premieres  donates,  tiroes 
de  r observation  de  la  nature,  toutes  les  lois  du  mouvement 
dans  les  circon stances  les  plus  compliqu^es.  La  conformite 
que  Ton  trouvera  constamment  entre  les  resultats  de  Fob- 
servation  directe  des  phenom^nes,  et  ceux  que  le  calcul 
annonce  eu  admettant  ces  principes,  constituera  une  veri- 
fication qui  ne  laissera  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 

Comparaison  des  forces  qui  agissent  sur  des  masses 

quelcQTiques. 

212,  Si  Ton  applique  une  force  constante  p  a  un  corps 
ajant  une  masse  m,  chaque  unit^  de  masse  est  soUicit^ 

par  la  force  ^-  Si  Ton  con9oit  une  seconde  force  constante 

* 

p'  appliquee  a  une  masse  m'^  Tunit^  de  masse  de  ce  nou- 

veau  corps  est  soUicitee  par  la  force  ^« 

Les  mouvements  de  ces  deux  corps  ^tant  evidemment  les 
m^mes  que  ceux  de  chacune  de  leurs  parties^  et  les  vitesses^ 
acquises  au  bout  du  mftme  temps  par  des  'masses  ^gales 
etant  proportionnelles  aux  forces  qui  les  produisent,  si  on 
designe  ces  vitesses  par  i',  u\  on  aura 

«':  p'  ::—:—.  9    ou    p  :  //  :;  mt> :  m'v\ 

mm 
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D'ou  il  resulte  que  deux  forces  constantes  sont  entre 
elles  comme  les  produits  des  masses  auxquelles  elles  sont 
appliquees^  par  les  vitesses  gazelles  leur  font  acquerir 
dans  le  m^me  temps.  La  proportion  prec^dente  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


P  _ 


m      9 


p'       m!     v' 


Si  done  on  prend  pour  unites  de  leurs  especes  respectives, 
les  quantit^s  designees  par  p',  m'^  i^\  on  aura 

Ainsi  les  forces  seront  mesurees  par  le  produit  de  la 
masse  du  corps  auquel  elles  sont  appliqueeSy  par  la  Vitesse 
qu  elles  lui  font  acquerir  pendant  F unite  de  temps  ^  en 
entendant  que  Ton  a  pris  pour  unite  de  force  celle  qui  fait 
acquerir  a  Funit^  de  masse,  dans  Tunite  de  temps,  une 
vitesse  egale  a  I'unite  de  longueur. 

213.  Si  Ton  voulait  comparer  les  intensites  de  deux 
forces  p,  p',  qui  dans  des  temps  diff^rents  t,  t'  auraient 
fait  acquerir  des  vitesses  1^,  v'  aux  masses  m,  m^,  il  fau- 
drait  ramener  les  temps  a  ^tre  egaux,  par  exemple  a  Funite, 
avant  d*y  appliquer  la  proposition  prec^ente.  Or,  la  masse 

m  aurait  acquis  la  vitesse  -  dans  le  temps  i,  et  la  masse 
m\  la  vitesse  -^, ;  on  aura,  par  cons^uent^ 


.'  • 


mv     m'  p' 


p:p'  y.  —:-^', 


el  si  I'on  suppose  que  p',  m',  v\  «'  soient  tous  egaux  a 
Funite,  on  aura 
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fiques  des  substances,  tels  qu  ils  doivent  etre  substitues 
dans  les  formules  de  la  m^canique,  s^obtiennent  en  multi- 
pliant  les  nombres  donnes  par  la  Table,  par  le  poids  speci- 
fique  de  Feau  qui  est  iooo>  puisque  le  metre  cube  est  Tunite 
de  volume,  et  le  kilogramme  Tunit^  de  force*  Et  de  m^me, 
pour  avoir  les  densites  de  ces  substances,  il  faudra  multi* 

plier  les  nombres  correspondants  de  la  Table  par 


leoo 


g 


Egcdiii  de  Inaction  et  de  la  reaction  dans  le  mouvemenL 

Force  d'inertie. 

216.  Considerons  un  point  materiel  soumis  a  Taction 
d'une  force  constante,  qui  lui  faitparcourir  une  ligne 
droite  d'un  mouvement  uniformement  accelere.  On  peut 
remplacer  cette  force,  quelle  qu'elle  soit,  par  un  corps  qui 
pousserait  ou  tirerait  le  point,  de  mani&re  a  lui  faire  suivre 
le  m6me  mouvement  -,  auquel  cas  la  force  produite  par  sa 
liaison  au  corps  serait  la  m^me  que  la  premiere.  Or,  si  Ton 
realise  cet  ^tat  de  choses  en  poussant  ou  en  tirant  un  corps 
quelconque  au  moyen  d'un  ressort  dont  on  puisse  n^gliger 
la  masse,  on  reconnaitra  qu'il  arrive  toujours  a  un  ^tat 
permanent  de  tension.  II  resultera  de  U,  en  ne  tenant  pas 
compte  de  la  force  necessaire  pour  produire  Tacceleration 
du  ressort  dont  la  masse  est  consideree  comme  insensible, 
que  ce  ressort  est  sollicite  a  chaque  instant  par  deuic  forces 
en  ^quilibre,  et  par  suite  ^gales  et  contraires.  Done  Taction 
exercee  a  Tune  des  extremites  du  ressort,  et  qui  produit 
Tacceleration,  est  toujours  accompagnee  d'une  autre  action 
egale  et  contraire  appliquee  a  Textremite  qui  est  liee  au 
corps.  Cette  derniere  force  est  nommee  reaction  du  cprps, 
et  les  experiences  que  nous  venons  d'indiqucr  d^moiitrent 
que  V action  est  constamment  egale  h  la  reaction,  dans 
tout  mouvement  ou  la  force  est  constante ;  ei  par  cons^* 
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quent  aussi  dans  le  cas  ou  elle  est  variable,  puisqu^on  peut 
toujours  la  considerer  comme  constante  dans  un  iatervalle 
de  temps  infiaiment petit.  Cestcette  reaction  qu'on  appelle 
force  d^inertie, 

Le  principe  ^tant  ctabli  pour  tous  les  cas  ou  la  force  est 
produite  par  des  liaisons  materielles,  on  I'etend  naturelte* 
ment  au  cas  m^me  ou  Ton  u'aper9oit  aucun  intermediaire 
entre  les  deux  points  qui  agissent  Fun  sur  Tautre  \  action 
qui  est  toujours  dirig^e  suivant  la  droite  qui  les  joint.  Cette 
extension  est  confirmee  par  Taccord  entre  les  phenom^nes 
observes,  et  les  calculs  fondes  sur  cette  hypothese ;  et  d'ail- 
leurs  elle  peut  ^tre  demon  tree  experimentalement  toutes 
les  fois  que  les  corps  entre  lesqnels  a  lieu  Taction  mutuelle 
peuvent  ^tre  lies  Tun  a  Tautre  de  maniere  a  former  un 
systeme  rigide  libre  :  on  reconnait  par  I'immobilite  de  ce 
systeme  que  les  deux  forces  sont  contraires  et  egales. 

Nous  admettrons  done  ce  principe  general ,  que  toutes 
les  fois  qu^un  point  materiel  produit  une  action  sur  un 
autre,  ce  dernier  exerce  toujours  une  action  egale  et  con- 
traire  sur  le  premier^  de  sorle  que,  si  ces  points  venaient 
a^tre  li^  invariablement,  les  deux  actions  se  detruiraient 
exactement. 


I. 


23 
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Si   dans   Fexpression  de  f  on  remplace   i^  par  —  9  on 
obtient 

'^""  IF' 

218.  Si  main  tenant  onconsid^re  un  point  dont  la  masse 
soit  m ,  la  force  qui  le  sollicite  sera  mesiir^  par  m  -j  j 

« 

puisque  le  point  qui  aurait  le  meme  mouvement  et  une 

masse  ^gate  k  Tunite  serait  sollicit^  par  la  force   7-9   et 

que  nous  avons  vu  que  dans  des  mouvements  identiques,  les 
forces  sont  entre'elles  comme  les  masses. 

On  est  convenu  d'appeler  force  motrice  ceWe  qui  est 
appliqu^e  a  une  masse  donnee  quelconque ;  sa  mesure  est 

dp  d^x 


/w  -r- »     ou     m 


et  Ton  appelle ybrce  acceleratrice  celle  qui,  dans  le  mou- 
vement que  Ton  considire,  sollicite  Tunite  de  masse  :  elle  a 

pour  mesure 

dp  d^x 


— ,      ou       —7--  • 
dt  dt^ 

Cette  expression,  consider^e  dans  le  mouvement  en  lui* 
m^me,  en  mesure  V acceleration  positive  on  negative. 

Usage  des  formules  gindrales  du  mouvement  varid, 
219.  Ces  formules  sont 


dx  dv        d' 


X 


''~ dt'    "^^ dt"  de' 


ou  encore,  en  remetlant  pour  dt  sa  valeur  tiree  de  la  pre- 
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tniere, 

vdv 

Examinons  les  diflerentes  questions  auxquelles  ellespeu- 
vent  donner  lieu. 

I**  Supposons  que  Ton  donne  j:=  F  (f),  on  obtiendra 
] ^expression  de  la  vitesse  et  de  la  force  par  de  simples  diffe- 
rentiations par  rapport  a  t. 

7?  Soit  I'  =  F  (^),  on  aura 

_dv  _  d.F(t)  ^ 
'^"Jt'^      dt      ' 

on  connattra  done  la  force  accelera trice. 

On  connaitra  la  position  du  point  a  chaquc  instant  en 

dx 
It 

x  =  f¥(t)dt. 


dx  • 

integrant  Fequation  —  =F  (f) ,  qui  donne 


La  constante  relative  k  cette  integration  se  determinera  par 
la  position  initiale  du  point. 

3^Soit9  =  F(0. 

On  connaitra  la  vitesse  par  la  formule 

,=f?[t)dt, 

et  Ton  determinera  la  constante  d'apres  la  valeur  initiale 
de  v.  Soit  ainsi  v  ==f(^t) ;  on  aura  la  valeur  de  x  au  moyen 
de  la  formule  suivante  : 

et  la  constante  introduite  par  cette  nouvelle  integration 
dependra  de  la  position  initiale  du  point. 
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4°  Soil  P'  =  F  (j:),  on  en  conclura 


--  =  F(a:),      d'oii     t=\——, 


dt 


la  constante  se  determinera  d^apres  la  position  initiale  du 
point,  et  Ton  aura  ainsi  line  equation  finie  entre  x  et  t. 

La  force  y  ou  -7-  sera  egale  i  F'  {x)  F  (x). 


vdif 
5**  Soit  cj>=  F  [x)\  si  Ton  remplace  9  par  —  ?  on  aura 


dx 
et,  en  integrant,  # 

On  parTiendrait  encore  a  ce  resultal  en  renaplafant  ©  par 

d'^x  .1 

-  :  on  aurait  alors 

,5  ' 


dt 


Si  Ton  mtiltiplie  les  deux  membres  par  2  —  >  il  vipnt 

dx  d^x         ^  ,    .dx 
dt   dt^  ^    '  dt 

et  les  deux  membres  de  cette  equation  sont  des  derivees, 

j  dx\^ 
par  rapport  a  f,  le  premier,  de  (  — J  ?  et  le  second,  de 

^f¥[x)dx\on  aura  done 

ce  qui    n'est   autre   chose  que   Tequalion  pr^cedemmeut 
obtenue. 
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La  constante  renfermee  dans  f  se  determine  par  les  va- 
leurs  initiales  de  x  et  u.  On  connait  ainsi  la  vitesse  en  un 
point  quelconque  du  mouvement,  et  il  reste  a  trouver  une 
equation  enlre  x  et  r.  Designons  a/"  F  (a:)  dx  par^  (x) : 
nous  aurons 

et  la  constante  sera  determinee  par  la  valeur  initiale  de  x. 
6°  Soit  enfin  9=  F  (p'),  on  aura  alors 


^  =  F(.),     d-ou     t  =  f. 


dv 

la  constante  se  determinera  par  la  valeur  initiale  de  f^. 

Si  Ton  pent  r^soudre  cette  derniire  equation  par  rapport 
a  u^  on  aura 

Dans  le  cas  contraire,  on  remplacera  y  par  — )  et  Ton  aura 


iix 


Si  Ton  pent  eilectuer  cette  integration,  on  aura  une  equa- 
tion finie  entre  v  el  x\  et  comme  on  en  a  deja  une  entre 
t  et  {^y  Telimination  de  v  en  fera  'connaitre  une  autre 
en  X  el  t.  * 

Telles  sont  les  diflerentes  questions  auxquelles  peuvent 
donner  lieu  les  equations  du  mouvement  rectiligne  varie. 
Leur  solution  depend  toujours  ou  de  differentiations,  o'u 
d'integrations  du  genre  des  quadratures.  Nous  allons  en 
faire  Tapplication  a  quelques  exemples. 


36o  LIVRE   II. 


CHAPITRE  III. 

APPUCATION  DES  FORMULES  PR£c£DENTES. 


Mouvemeni  (fun  point  materiel  pesant  dans  un  milieu 

resistant. 

220.  La  theorie  admise  siir  la  resistance  des  milieux  est 
encore  asseziniparfaite^  mais  ici  nous  regarderons  comme 
exacts  les  resultats  approches  auxquels  des  experiences 
multipliees  ont  conduit  sur  cette  matiire. 

Ainsi,nous  supposerons  que  cette  resistance  est  une  force 
normale  aux  surfaces  en  chacun  de  leurs  points,  propor- 
tionnelle  au  carre  de  la  vitesse  relativ.e  de  ce  point  et  du 
milieu,  estimee  dans  le  sens  de  la  nocm^e;  aiusi  q^^a  la  den- 
site  du  fluide.  U  suit  de  la  que  la  resistance  exercee  sur 
une  sphere  en  mouvement  est  directement  opposee  au  mou- 
vement  de  son  centre,  et  proportionnelle  au  carre  de  son 
rayon.  Si  on  la  divise  par  la  masse  de  la  sphere,  on  aura  la 
force  qui  en  resulte  pour  lunite  de  masse. 

Soient  p  la  densite  du  fluide,  que  nous  supposerons  en 
repos,  D  celle  de  la  sphere,  r  son  rayon,  (^  sa  vitesse;  la 

dp'. 
resistance  appliqu^e  a  Tunite  de  masse  sera  y  —j    y  desi- 

guant  un  coe6Scient  constant.  Pour  plus  de  commodity  dans 
nos  calculs,  nous  rapporterons  cette  force  a  la  pesanteur, 
et  nous  designerons  par  K  la  vitesse  qu'il  faudrait  suppo- 
ser  a  la  sphere  donnee^  pour  que  la   resistance   qu'elle 
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eprouve  dcvint  egale  a  son  poids,  c'est-a-dire  pour  que  Ton 
eut  y  ^r—  s=  g,  Alors  la  resistance  appliquee  a  Tunite  de 

masse  sera  ^  :  et  c'est  sous  cette  forme,  ou  Thomogeneite 

est  mise  en  evidence,  que  nous  Temploierons  dans  les  cal- 
culs  qui  vont  suivre. 

221 .  Mouifement  descendant,  —  Nous  commencerons 
par  le  cas  ou  le  point  materiel  se  meut  dans  le  sens  de  la 
pcsanteur.  Soient  A  (fig.  53)  le  point  de  depart,  et  x  la 
distance  du  mobile  a  ce  point  apres  un  temps  quelconque  t^ 
au  bout  duquel  il  a  acquis  la  vitesse  v,  Eii  designaut  par  (f 
la  force  acceleratrice,  on  aura 

d'ou 

K*        dv 

g     K'  — P^' 


dt\ 


•    .  / 


et,  integrant, 


K  ,    K-M' 
7.g     K  —  V 


Nous  n'ajouterons  pas  de  constante,  parce  que  nous  sup- 
posons  que  la  vitesse  soit  nulle  au  point  de  depart. 
On  tirera  de  la 


d'ou 

(,)  .^k'^ 


e^—e      ^        dx 


3L  _Jf       dt 

K     .    .       K 


> 
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et,  par  suite, 


X  =z 


X  devant  ^tre  nul  en  meme  temps  que  t^  on  doit  avoir 

C  = /.2, 

g 

d'ou  resulte 

(if        —  £i^ 
^— 

On  a  done  ainsi  a  chaque  instant  la  position  et  la  vilesse 
du  mobile;  ce  qui  forme  la  solution  complete  de  la  ques* 
lion.  On  aurait  pu  exprimer  x  en  fonction  de  m,  en  rem- 

p1a9antf  par  — »  ce  qui  aurait  donne 

d'ou 

gjE^'-P'  ng    ^  ^ 

et  comme  on  a  a  la  fois  1^  =  0,  a:=o,  il  en  resultera 


C=:— I.KS 

-^8 


et,  par  suite, 


(3)  .    x=— 1. 


7.g        K»  — p2 

La  valeur  de  v^^  en  fonction  dc  /,  monlre  qu'elle  est  tou- 
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jours  plus  petite  que  K,  mais  qu'elle  tend  -vers  cette  limite 

a  mesure  que  t  augmente,  parce  que  I'exponentielle  e  ^ 
lend  vers  zero.  Le  mouvement  tend  done  a  devenir  mii- 
forme,  el  la  vitesse  a  pour  limite  celle  qui  rend  la  force 
acceleratrice  egale  a  la  force  retardalricc.  Cet  etat  n'a 
jamais  lieu  rigoureusement-,  mais  le  mobile  s'en  approche 

indefiniment,  et  d^autant  plus  rapidement,  que  e  \  de- 
croit  plus  vile,  ou  que  K  est  plus  petit.  Or,  nous  avons 
trouve 


K 


=\/f\/T> 


done  le  mouvement  devient  sensiblement  uniforme,  d'au- 
tant  plus  promptement  et  &vec  une  vitesse  d'autant  moin- 
dre,  que  le  milieu  est  plus  dense,  et  que  le  mobile  a  un 
moindre  rayon  el  une  raoindre  densile;  ce  qui  est  confirm^ 
par  Texperience. 

222.  Si  la  densile  du  milieu  est  supposee  nulle,  le  mo- 
bile n'est  plus  soutnis  qu'a  Taction  de  la  pesanteur ;  la  quan- 
tity K  devient  intinie,  et  Ton  trouve,  en  supposant  qu*on 
ait  a  la  fois  f  =  o,  t'  =  o,  x=  o^ 

dp  .  eix 

^=^  =  Tt'     ^'"^    "  =  ^'  =  "57' 


et,  par  suite. 


l2 


X  =  —     et     p^  =  2g.T. 

2  ^ 


Ces  diverses  forraules,  deja  obtenues  precedemment, 
peuvent  se  deduire  des  precedentes  en  y  faisant  K  infini. 
En  efTet,  si  on  developpe  les  exponenlielles,  Tequation  (i) 

donne,  en  supposant  --  =  o,  i^  =  gt^  Tequation  (3),  qu'on 
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peut  mettre  soii%  la  forme 


=-S'('-£) 


donne,  en  developpant  le  logarithme, 


supprimant  le  facteur  commun  K*  et  faisant  ensuite'K  in- 
fiui,  on  obtient 

223.  Mouuement  ascendant.  —  Soil  A  (Jig.  54)  le 
point  d'oupart  le  mobile :  prenons  loujours  la  direction  AX 
de  la  pesanteur,  pour  le  sens  des  x  positifs,  et  soit  — a  la 
vitesse  du  mobile  au  moment  du  depart;  on  aura 


df^ 


.2 


d'ou 


de      ^^^fii       K.a  V    T-«^;» 


dt=  —  .-T =-9 


g     p^  -4-  K= 


et  integrant,    en   observant  que  Ton  a  en  meme  temps 
f  =0,  i^=  — a, 

gt                      p                      a                      JLp-hlLa 
^  =r  arc  Ung  =-  -h  arc  tang  ~  =  arc  tang        _^ $ 


d'ou 
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et^  par  suite, 

Ksin|'_«cosg       ^^ 


asin|r  H-Kcos|r 


d'ou  Ton  deduit 


gt       gf 


K  sin  ^ a  cos  ^ 

x  =  K    I  ^ 

.     St         „  gt 

«  sin  ^  -h  R  COS  — 
=  —  —\.(asin^-h  Kcos  ^]  +  C. 

La  constante  doit  ^tre  telle  que  Ton  ait  a  la  fois  t  =  o^ 
a:  =  o,  ce  qui  donne 

Le  probleme  est  done  enti^rement  re^lu,  puisque,  pour 
toute  valeur  de  t^  on  peut  assigner  la  position  et  la  vitesse 
du  point,  et  par  suite  la  force  qui  le  sollicite. 

Le 'mobile  cessera  de  monter  quand  i^  sera  devenu  nul: 
la  force  sera  g  a  cet  instant,  et  le  fera  descendre;  mais  alors 
}a  resistance  changera  de  sens,  et  on  retombe  dans  le  pre- 
mier cas.  La  valeur  d  de  t^  correspondante  a  cet  instant,  est 
diOnnee  par  Tequation 

ffQ  gQ  gQ  a 

Ksin  ^: fl cos  ^  =  o,     d'ou     tang  2--  =  --. 

La  valeur  de  x  devient 

K»       fl'  -h  K' 

X=: 1  . 

Cest  la  distance  de  Torigine  A  au  point  le  plus  eleve  B.  A 
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pariir  de  ce  point,  le  mouvement  peut  ^tre  determine  par 
les  formules  relatives  au  premier  cas,  si  Ton  prendce  point 
pour  origine.  Cherchons  quelle  vitesse  aura  le  mobile  quand 
il  repassera  en  A,  et  quel  temps  il  mettra  a  y  revenir. 

Esalons  pour  cela  la  distance  AB  ou  —  1 .  — a  la 

valeur  dex  donnee  par  la  formule  (3),  il  en  resultera 


— .  ^     d  on     p»  =  «» 


3 


K'  — p'  K^-ha 


Le  mobile  revient  done  en  A  avec  une  vitesse  moindre  que 
celle  qu'il  avait  au  moment  du  depart,  et  d'au tan t  moindre 
que  K  est  plus  petit. 

Pour  cdnnaitre  la  valeur  6  de  t,  relative  a  cet  instant, 
il  faut  dans  Tequation  (2)  substituer  a  j:  la  valeur  parti- 
culiere 

—  1. 
et  Ton  aura 


2^  K'      ' 


d'ou 


ill 
ou,  en  posant  e  '^  =5  z 


' —^ 2  4-  1=0. 


§1' 
Cette  equation  etant    reciproque  donnera   a   la    fois  e  ^ 
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el  e     ^  ]  on  aura,  en  prenant  la  plus  grande  racine, 

K  g  K  ' 

et  le  temps  total  ^coule  entre  le  depart  et  le  relour,  aura 
pour  valeur 


6 


e'=.--(^arctang-H-I.  '- j. 


2^.  Autre  loi  de  resistance.  —  Supposons  maintenant 
la  resistance  proportionnelle  a  la  vitesse,  et  representee  par 

fyj^      S^")  K  etant  la  vitesse  qui  rendrait  la  resistance  egale  au 

poids  du  corps  que  Ton  considere  5  si  le  mouvement  est  dans 
le  sens  de  la  pesanteur,  on  aura 


d'ou 


gJfL  —  v  g 


Si  la  vitesse  initiate  est  nulle,  on  aura 


et  par  suite 


C= -l.K. 

8 


t  := 1.  — , 


S         K 
d'ou 


4 
•  ■ 
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On  aura  done 


X 


et  comme  on  a  x  =  o  pour  £  =  o,  on  aura 


g 


et,  par  consequent , 


=K,.|'(rS-,). 


La  valeur  de  (^  apprend  que  la  vitesse  tend  indefiniment 
a  se  reduire  a  K,  c*est-a-dire  a  celle  pour  laquelle  la  resis- 
tance est  egale  au  poids  du  mobile.  Quant  a  la  valeur  de  x^ 
elle  croit  indefiniment. 

225.  Dans  le  cas  ou  le  mobile  aurait  une  vitesse  ini- 
tiale  a,  et  ne  serait  pas  soumis  a  Faction  de  la  pesanteur, 
mais  a  la  resistance  du  milieu,  on  aurait 

V       dv        ^  Kdv  K , 

et  comme  on  a  (^=  a  pour  f  =  o,  il  en  resulte 

C  =  — l.fl,      et      /:= \'-t 

S  S     ^ 

d'ou 

1^       d.T 


ae        — 

dt 


On  tire  dela 
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€t  comme  on  a  en  meme  temps  ^  =  o ,  x  =  o,  on  aura 


C  =:  —  f     et,  par  suit^,     .*  =  — \   i 
g  g 


n 


On  voit  que  la  vitesse  a  pour  limite  o,  a  mesureque  le 

_  IT 

temps  augmente  ind^Gniment;  et  a:  a  pour  limite  — ^  :  de 

g 

sorte  que  le  point  tend  indeiiniment  vers  une  position  deter- 
minee,  qu'il  ne  pent  jamais  atteindre. 

226.  Moui^ement  vertical  d^un  point  dans  le  vide,  — 
Supposons  un  point  materiel  place  en  A  (fig*  55)  au-dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  et  attire  vers  son  centre  O  en  rai- 
son  inverse  du  carre  de  la  distance.  Prenons  le  point  A 
pour  origine  des  x,  que  nous  regarderons  comme  positif 
dans  le  sens  de  la  pesanteur  \  et  designons  par  g  cette  force 
appliquee  a  F unite  de  masse,  pl^c^e  a  la  surface  de  la  terre, 
a  la  distance  r  du  centre.  On  aura,  d'apris  rhypolhese, 

(j>  =  - — - — -  en  posant  OA  =  a.   L'equation  a  int^grer 

sera  done 

dt^        {a  —  xy  * 

EUedevicnt,  en  la  multipliant'par  actr, 

fl?'d?   ,                      dx 
2  — -—  air  =,  2  fir'  . 

1       .    ■  .  fdx\^ 

Le  premier  membre  est  la  differentielle  de  (  —  )  >  corres- 

pondante  a  Faccroissement  dt^  et  le  second  est  celle  de 

— - — 9  correspondante  a  Faccroissement  rfxrelatif  a  dt. 
a  —  X  * 

Done,  les  integrales  ne  peuvent  differer  que  d'une  con- 

I.  24 
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stante,  et  Ton  aura 


\dt  J         a  —  X 


Nous  supposerons  la  vitesse  nulle  au  point  A,  d'ou  resul- 
tera 


c=-i^. 


et ,  par  suite, 


ldx\^  ,  /      I  i\        2^'''"        ^ 

Cberchons  maintenant  x  en  fonction  de  f.  Or,  on  tire  de 
cette  equation,  en  observant  que  dx  et  dt  sont  de  m^me 
signe, 

dx      I  a        la^x       dx      I  a         a  —a: 
d'ou 


—  III—  n«— ^)<^._i. /^  / 


v/^ 


ao: — JT^ 


I 


y    ^SJ    s/ax  —  x' 


et,  eniin. 


(2) 


I      /  a   I    I •       a  a  —  2  x  \ 

=  -  i  /  —  I  vox  —  x'  H —  arc  cos I . 

r\  2g\  2  a       J 


Comme  on  doit  avoir  x  =  o  pour  r  =  o,  la  constante  sera 
nulle,  pourvu  qu'on  prenne  zero  poui^  Tare  dont  le  cosinus 
est  I'unite.  Le  problime  est  done  compl^tement  r^solu, 
puisque,  pour  une  valeur  quelconque  de  x,  pn  pent  deter- 
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miner  1 'instant  ou  le  mobile  y  passera,  et  la  vitesse  qu'il 
aura.  Beciproquement,  pour  une  valeur  donnee  de  f ,  on 
connaitrait  la  valeur  de  xpar  la  resolution  approchee  d'une 
equation  numerique,  bu  par  la  construction  de  la  cottrbe 
-representee  par  Fequation  (2) ,  dans  laquelle  t  representee 
rait  I'ordonnee. 

Ces  formules  ne  s'appliquent  qu'autant  que  le  point  ne 
p^n^tre  pas  dans  I'interieur  de  la  terre;  elles  ne  s'etendront 
done  que  jusqu'a  x-=  a  —  r.  Au  dela  de  ce  point,  la  force 
devient  proportionnelle  a  la  distance  au  centre,  el  le  mott- 
vement  est  represente  par  des  equations  differentes  que 
nous  allons  deCeriHiner. 

227.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicite^  que  le 
mobile  parte  du  point  A  {fig'  56)  de  la  surface  de  la  terre 
ayec  une  vitesse  nulle^  nous  prendrons  Torigine  des  x  au 
centre,  a  cause  de  la  symetrie  par  rapport  a  ce  point,  et 
nous  regarderons  les  x  comme  positifs  dans  le  sens  OA. 
L'expression  de  la  force  sera 

.r       d'^x 
Multipliant  par  2dx  et  integrant,  il  vient 

et  comme  on  a  v^  =  o  pour  x=  r^  on  aura  C  =  gr,  d'ou 

II  reste  a  trouver  une  equation  entre  x  et  t.  Or  celle-ci 
donne 

/  r  dx 

A- 


372  LIVRE    II. 

nous  prenons  le  signe  —  pour  la  raciue  carr<£c,  parce 
que  dx  et  dt  sont  de  signes  contraires^  tant  que  le  mouve- 
ment  a  lieu  en  sens  contraire  des  x  positifs.  On  obtient,  en 
integrant, 


=s/r 


arc  cos  -  • 
r 


La  constanle  est  nuUe,  puisque  Ton  a  en  m^me  temps 
f  =  o,  a:  =  r.  Cette  equation,  resolae  par  rapport  a  x, 
devient 

(4)  x  =  rcos./y/^. 

La  valeur  de  »^'  montre  que  la  vitesse  est  .maximum 
quand  le  point  passe  au  centre,  et  qu'elle  redevient  nulle 
pour  x=  — r,  c'est-i-dire  i  I'extremit^  oppos^e  du  dia- 
m^tre.  Le  point  se  trouye  alors  dans  les  m&mes  circon- 
stances  *,  il  revient  done  vers  sa  premiere  position  par  un 
mouyement  identique  au  premier,  et  Ton  aura  un  nombre 
indefini  d^oscillations  semblables.  La  vitesse  ne  dependant 
que  de  x*^  est  la  m^me  pour  deux  positions  situees  a  egale 
distance  du  centre. 

On  voit,  par  T^uation  entre  x  et  f ,  que  le  point  arrive 

au  centre  apres  un  temps  egal  a  -  i/-  ^  que  pour  des  epo- 

ques  egalement  distantes  de  cet  instant,  les  distances  au 
centre  sont  ^gales,  et  que  le  point  arrive  a  I'extremit^  du 

diametre  apres  un  temps  egal  a  tt  i/  -  9  et  qui  exprime  par 

consequent  la  dureedeFoscillation. 

Les  calculs  qui  precedent  ne  s'appliquent  pas  seulement 
a  la  question  particuli^re  qui  nous  y  a  conduits,  mais  a 
toutes  celles  ou  Ton  a  a  consid^rer  unc  force  proportion- 
nelle  a  la  distance  a  un  point  fixe :  ce  qui  se  rencontre  sou- 
vent  dans  Tetude  de  la  Physique, 
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228.  L<es  formules  prec^entes  se  reduisent  sensiblement 
a  celles  du  mouvement  uniform^ment  acc^lere,  quand  on 
suppose  Tespace  parcouru  tres-petit  par  rapport  a  la  dis- 
tance au  centre ;  ce  qui  revient  a  supposer  U  force  sensible- 
inent  constante, 

Ainsi  r^uation  (1)  pent  se  mettre  sous  la  forme 


^*  =  2  sx  • 


^      a^  —  ax 


Soil 

h  elani  tr^s-petit  par  rapport  a  r  et  repr^sentant  Fele^ 
vation  du  point  A  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre ; 

se  reduira  a  Tunite,  en  negligeant  les  quanlites  de 


r^ 


a"*  —  ax 


I'ordre  de  -  ?  et  Ton  aura,  a  ce  degre  d^approximation, 

Passons  a  la  formule  (a).  On  aura 

-  sla  yJax--  ;p'  =  -  Jxi  i  -— -  P=:^^(  i  —  if  -_...\. 
r^'  ''•\  ^  I  ^    \         2rt  /^ 

remplacant  a  par  rH-  h ,  et  negligeant  les  termes  ou  entrent 
les  rapports  -9  -  9  il  restera  sx\  et  la.  premiere  partie  de  t 


v^; 


X 

sera  _ 


a  ""^  ^x 

De  meme,  en  developpant  arc  cos .')    ou    bien 

.     2  J  ax  —  r*  11. 

^rc  sin 5  on  trouvera  que  la  seconde  partie  pent 
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^tre  reduite  a  i/— '^  «^  ^'^^  a«»*^ 


^V  ^g 


2 


Dans  U  seconde  question,  les  espaces  parcourus  sant 
JT  —  X,  et  si  on  le^  suppose  tre^-petils  par  rapport  a  r,  la 
formule  (3),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

se  reduit  sensiblenvent  a 

)a  formule  (4)  developpee  deviant 

8^' 


Si  Ton  neglige  les  termes  qui  renfern^ent  r  en  denomina 
^eiir,  elle  se  reduit  a^ 


2 


229.  Remarque  relative  aux  solutions  singulieres,  — 
L'^uation  differentielle  du  mouvement  d'un  point,  joinle 
aux  circonstances  initiates,  determine  completement  le 
^ouvement  de  ce  point  pendant  un  temps  indefiini.  Mais 
quand  on  integre  cette  equation,  il  faut  avoir  soin  de  n'o- 
mettre  aucune  deses  solutions,  et  tenir  cojnpte  aussi  bien 
de  celles  qu'on  appelle  singuUeres^  que  de  celle  qu  on  de- 
signe  sous  le  nom.  d*integrale  generate.  Le  probleme  sui- 
yant  donnera  un  exemple  d'un  mouvement  qui  est  repre- 
sente  jusqu'a  une  certaine  epoque  par  Tintegrale  generale, 
^t  depuis. cette  epoque,  par  Fintegralc  singulierc. 
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Supposons  un  point  en  mouvement  dans  un  fluide  dont 
la  resistance  soit  proportionnelle  a  la  puissance  m  de  la 
Vitesse,  m  iiani  plus  petit  que  i,  et  ndcessairement  positif. 
II  part  de  Torigine  des  x  avec  une  vitesse  a  dans  le  sens  des 
X  positifs,  et  n^est  soumis  a  aucutie  autre  force  que  la  re- 
sistance du  milieu.  L*equation  de  son  mouvement  sera 

k  designani  une  constaute  connue.  On  tirede  cette  equation 

,_    et,  par  suite, 

m 

(2)  p.»-«  =  a'-*--(i  —  m)kt. 

Observons  que  la  puissance  fractionnaire  m*  ne  comporte 
dans  aucun  cas  le  double  signedans  I'equation  diflferenticUe, 
et  quMl  est  entendu  qn^elle  sera  toujours  consideree  comme 
implicitement  positive;  sans  quoi  Tequation  (i)  ne  repr^ 
senterait  pas  les  conditions  de  la  question  mecanique.  II 
faut  done,  dans  tout  Ic  reste  du  calcul,  considerer  reicpo- 
sant  m  comme  ne  donnant  qu'une  valeur  positive  a  la  puis- 
sance de  if  ou  il  entrera  \  et,  lorsqu'une  equation  lui  don- 
nera  une  valeur  negative,  elle  ne  representera  pas  le 
mouvement  du  point. 

Nous  avons  dit  qu'il  fallait  considerer  toutes  les  solu- 
tions de  r equation  (i) ;  il  faut  done  tenir  compte  des  solu- 
tions singuli^res,  qui  se  reduisent  a 

(3)  c  =  o. 

La  solution  complete  du  probl&me  propose  est  done  donnee 
par  les  equations  (a)  et  (3),  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  re- 
connaitre  laquelle  on  doit  considerer  a  un  instant  donne 
quelconque. 

Or,  il  est  evident  qu  an  monient  du  depart,  U.  vitesse 
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eunt  a,  et  ne  pouvant  elre  delruite  que  dans  un  temps 
^ni,  on.ne  devra  pas  faire  usage  de  Tequation  (3)  dans  le 
commencement  du  mouyement.  On  devra  done  prendre 
TequaUon  (2).  Mais  on  n'en  devra  faire  usage  que  jusqu'a 
Tepoque  pour  laquelle  on  aura 


( I  —  m)  At  =  fl*""" ,     Qii     t 


a' 


(i—m)A' 


Valeur  positive,  puisqu'on  a  m  <[  i :  en  effet,  au  dela  on 
aurait  une  valeur  negative  pour  i'*"'",  ce  que  nous  avons 
vu  lie  pouvoir  convenir  a  la  question  mecanique  proposee. 
Jusqu'a  cette  valeur  de  f,  Tequation  (3)  ne  pent  convenir^ 
mais  elle  est  satisfaite  k  cette  epoque,  et  elle  devra  T^tre  in- 
definipxent  ensuite,  puisque  Tequation  (2)  ne  pent  F^tre, 
et  que  le  probl^me  a  certainement  une  solution,  qui  ne 
pent  ^tre  representee  que  par  Tune  ou  par  Vautre  de  ces 
deux  equations. 

.    II  suit  de  la  que  depuis  ^  r;  o  jusqu'a  t  =  - — ^ —  ^   on 

aura 


depuis  cette  derniere  valeur  de  t  jusqu'a  t  =:  oo  ,  on  aur^ 
^=rO^  et  le  point  restera  immobile  dans  la  position  ou  il 

sera  arrive  au  bout  d'un  temps  egal  a  


\—m 


(I  — w)/- 

Nous  pouvOns  maintenant  iiitegrer  Tequation  (2)  apres 
avoir  remplace  j^  par  —  >  et  nous  savons  jusqu'a  quelle  va- 
leur de  t  elle  donnera  la  valeur  de  x  qui  convient  a  la 
question;  de  sorte  qu'il  n*y  aura  plus  aucune  discussion  a 

faire.  On  aura  ainsi 

I 
dx 
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et  par  suite,  en  exprimant  que  pour  t=o  ^fi  at  x  =  o. 


'J 

1  —  m 


m  >,2— jw 


[a'-*^ — (i — m)Aty      '"  a' 


-h 


(2  —  m)k  (2  —  ni)k 

Le  point   ou   s'arr&tera   le   mobile,    correspondaut    a 

a*~"*=  (i  —  m)kt  aura  pour  abscisse rj'  D  etait 

d'ailleurs  bien  faqile  de  reconna^tre  a  priori  que  si,  a  une 
certaine  ^poque,  la  vitesse  du  point  devenait  nulle,  il  res- 
terait  constamment  dans  la  position  ou  il  se  trouTerait 
^lors.  En  efiet^  ua  point  place  sans  vitesse  dans  un  milieu, 
resistant  suivant  une  fonction  quelconque  de  la  vitesse, 
restera  indefiniment  dans  la  position  ou  on  I'aura  mis,  puis* 
que  aucune  force  no  lui  sera  appliquee  *,  il  n^aura  aucune 
tendance  a  se  mouvoir  d'aucun  cpte,  el  restera  perp^tuel- 
lement  en  repos. 
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CHAPITRE  IV. 

DU  MOUVEMENT  D  UN  POINT  LIBRE  DANS  L'ESPAGE. 


230.  Ce  que  deviendrait  le  mouuement  si  la  force  ces- 
salt  d'agir,  —  Si,  a  un  instant  quelconque  jdu  moiivement, 
Taction  de  la  force  cessail  entierement,  le  point  mobile  ne 
pourrail  plus  avoir  qu'un  mouvement  rectiligne  et  uni- 
forme,  d'apres  la  loi  d'inertie  que  nous  avons  admise  pre- 
cedemment.  II  ne  reste  done  a  determiner  que  la  direction 
et  la  vitesse  de  ce  mouvement. 

Pour  cela,  concevons  irois  axes  rectangulaires,  de  direc- 
tions constantes,  et  dont  Torigine  ait  precisement  ce  mou- 
vement que  nous  voulons  determiner.  Si  la  force  n'agit 
plus,  le  mobile  coi'ncidera  constamment  avec  cette  origine. 
Mais  si  elle  ne  cessait  pas  son  action,  c'est-a-dire  si  le  point 
continuait  son  mouvement  reel,  le  mouvement  qu'il  preu- 
drait  par  rapport  aux  axes  mobiles  serait,  d'aprAs  un  prin- 
cipe  general  admis  pr^cedemment,  celui  meme  qui  aurait 
lietl  par  rapport  a  des  axes  fixes,  si  on  pla^ait  le  mobile 
sans  vitesse  a  leur  point  de  rencontre,  et  qu'on  lui  appli- 
quat  la  force  ra^me  qui  le  sollicite  dans  son  mouvement 
reel.  Or  Fespace  qu'ii  parcourait  ainsi  dans  un  temps  infi- 
niment  petit  du  premier  ordre,  serait  un  infiniment  petit 
du  second,  tandis  que  celui  que  parcourrait  en  m^me  temps 
I'origine  mobile,  serait  du  premier.  Si  done,  siir  la  direc- 
tion rectiligne  que  suit  le  point  apres  la  suppression  de  la 
force,  on  prend  une  quantite  infiniment  petite  du  premier 
ordre,  elle  est  a  une  distance  infiniment  petite  du  second 
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ordre,  du  point  sur  sa  trajectoire  \  d'ou  il  suit  d'abord  que 
cette  direction  rectiligne  ne  peut  etre  que  la  tangente  a  cette 
trajectoire.  De  pl«s,  I'espace  parcouru  par  le  point  sur  sa 
trajectoire  ne  differant  que  d*un  infiniment  petit  du  second 
ordre  de  celui  que  parcourt  I'origine  pendant  le  m^me 
temps^la  vitesse  dans  le  mouvement  reel,  a  rinstani;  consi- 
dere,  est  la  m^me  que  celle  de  Torigine. 

On  peut  done  enoncer  la  proposition  suivante  : 
Si  h  un  instant  quelconque  la  force  qui  produit  le  mou- 
uement  {Tun  point  litre  cessait  d'agir^  ce point se  mouurait 
alors  uniformement  suiuant  la  tangente  a  la  trajectoire 
avec  la  vitesse  quil  a^ait  a  ce  ni^me  instant, 

231.  Valeur  el  direction  de  la  force  d'apres  le  niouue- 
ment  produit,  —  Considerons  une  position  quelconque  M 
{fig.  57)  d'un  point  dont  la  masse  est  m,  et  dont  les  coor- 
donnees  .^r  y,  ^  sont  des  fonctions  determinees  du  temps  t. 
Si  la  force  qui  agit  sur  lui  cessait  a  cet  instant  son  action, 
il  se  mouvrait  sur  la  tangente  MT  avec  la  vitesse  (^  qu'il  a 
en  M.  Si  done  nous  supposons  trois  axes  X',  Y',  Z'  con- 
stamment  paralleles  aux  premiers,  et  dont  I'origine  se 
meuve  sur  MT  avec  la  vitesse  constante  i',  le  mouvement 
du  point  m,  par  rapport  a  ces  axes,  sera  identique  a  celui 
qui  aurait  lieu  par  rapport  a  des  axes  imraobiles,  si  le 
point  m  etait  place  sans  vitesse  a  I'origine,  et  sollicite  par 
la  m^me  force  qui  agit  sur  lui. 

Ce  mouvement  relatif  est  precisement  ce  qne  nous  avons 
appele  le  mouvement  des^iatoire^  et  la  ligne  M'  /n'  qu'il  de- 
crit  ainsi  est  ce  que  nous  avons  appele  la  de\^iation  (n°  12). 
Ainsi  cette  derniire  ligne  peut  ^tre  consideree  comme  celle 
que  decrirait  le  mobile  place  sans  vitesse  au  point  M,  et 
sollicite  par  la  force  m^me  qui  agit  sur  le  mobile  dans  son 
mouvement  reel,  en  conservant  a  celte  force  une  directioi^ 
et  une  iniensile  constantes. 
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On  tire  de  la  les  deux  consequences  suivantes  : 

i^  La  direction  de  la  force  qniagil  a  un  instant  quel-r 
conque  sur  le  mobile  litre,  est  la  mdme  que  celle  de  la  de- 
^iation  en  ce  point, 

2°  L'intensite  de  cette  force^  rapportee  a  Vunite  do 
masse  du  mobile,  est  mesuree  par  Vacceleration  dfins  le 
mouvement  deviatoire. 

De  la  premiere  de  ces  propositions  se  di^duit  cette  autre 
proposition  importante  : 

La  direction  de  la  force  en  chaqOe  point  de  la  trajec-- 
toire  est  comprise  dans  le  plan  osculateur  de  cette  courba 
en  ce  point;  car  la  dei^iatiqn,  joignant  constamment  un 
point  de  la  courbe  a  un  point  de  la  tangente,  a  .pour  di- 
rection limite  une  droite  si^uee  dans  ce  plan. 

U  reste  main  tenant  a  exprimer  analytiquement  les  pro-r 
positions  pr^cedentes. 

Or  nous  avons  trouve  (n****  14  et  15)  que  les  cosinus  des. 
angles  que  la  direction  de  la  deviation  fait  avec  les  axes^ 
sont  proportionnels  aux  trois  quantites 

(Px        d^y        r/'z 
'dF'     IIF^     "d?^ 

et  que  T acceleration  dans  le  mouvement  deviatoire  est 
e&rale  a 

Si  done  nous  designons  par  cy  la  force  acceleratrice  qui 
agit  sur  le  mobile,  nous  aurons,  d'apres  ce  qui  a  ete  etabli 
dans  le  numero  precedent, 


et  les  cosinus  des  angles  que  sa  direction  fait  avec  les  axes, 
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aiiront  pour  valeurs 

I  d^x        \  d}y        I   d^z 
y   dt' '     (j>    €/r' '     »    dt^ 

Pour  avoir  en  grandeurs  et  en  signes  les  composantes  de 
la  force  accel  era  trice,  il  faudra  multiplier  ces  cosinus  par 
la  valeur  absolue  cp  de  celle  force,  et  Ton  obtiendra  ainsi 

d'^x        d'^y        d^z 

^^)"  'dF'    'dF'    UF' 

En  multipliant  ces  composantes  de  la  force  qui  agit  sur 
Tunite  de  masse  du  mobile,  par  sa  masse  m,  on  aura  les 
composantes  de  la  force  mo  trice,  c'est-a-dire  de  la  force 
qui  agit  sur  sa  ma^se  m^me.  En  designant  ces  demieres  ^ 
par  X,  Y,  Z,  on  aura  les  equations  suivantes  entre  la  force 
qui  produit  le  mouvement,  et  les  coordonnees  du  mobile  a 
chaque  instant  :  • 

^    ^  di^  ^  dO  do 

qui  se  reduisent  aux  suivantes,  en  supposant  que  le  mobile 
ait  une  masse  egale  a  Tunite  : 

(^)  -dF  =  ^^     HF-^^     -dF  =  ^' 

Ce  sont  les  equations  diflferentielles  du  mouvement  de 
tout  point  libre. 

232.  Usage  des  equations  du  mouuement.  —  Les  equa- 
tions (3)  ou  (4)  donnent  le  moyen  de  ramener  au  calcul 
toutes  les  questions  qui  peuvent  se  presenter  sur  le  mouve- 
ment. d'un  point.  Le  cas  le  plus  simple  serai t  celui  ou  Ton 
donneraitx,/,  z  en  fonction  de  t-^  ou,  plus  generalement, 
.  trois  equations  finies  entre  x^  j^  z,  t.  En  les  difTerentiant 
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une  ibis  par  rapport  a  f,  on  connai trait  les  compoftantes  de 
la  vitesse  du  mobile.  Une  seconde  differentiation  ferait 
connaitrc  les  composantes  de  la  force  accel^ratrice,  et,  par 
consequent,  cette  force  elle-m^me  en  grandeur  et  en  direc- 
tion. Enfin  {'elimination  de  f,  entre  les  trois  equati<>ii$ 
donnees,  ferait  connaitre  les  deux  equations  de  la  trajec- 
toire. 

Mais  les  donnees  de  la  question  sont,  en  general,  moins 
simples.  Elles  devront  toujours  fournir  trois  conditions, 
puisqu'il  y  a  quatre  variables  x,  y,  ^,  f,  dont  une  seule  est 
independante  :  mais  si  I'on  pouvait  reconnailre  a  priori 
que  la  trajec toire  est  plane,  on  prendrait  deux  axes  de 
coordonnees  dans  son  plan,  et  il  n'y  aurait  plus  que  trois 
variables,  savoir :  le  temps  t  et  les  deux  coordonnees,  quelles 
qu' elles  soient,  du  mobile. 

Le  cas  le  plus  difficile  est  generalement  celui  ou  la  force 
est  donned  On  connait  alors  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,j^, 
-ST,  f,  et  les  equations  du  mouvement  sent  de  la  forme 

-—z=F{.T,y,z,t),     _=:F.(x,j,z,0,    ■^=F.(.r,j,z,/). 

Si  Ton'  pent  integrer  le  systenie  de  ces  trois  equations 
differentielles  du  second  ordre,  on  parviendra  a  trois  equa- 
tions entre  x^  y^  z,  t  et  six  constantes  arbitraires.  Les 
constantes  se  deterniineront  d'apr^s  les  circon stances  ini- 
tiates du  mouvement. 

On  observera,  pour  cela,  que  le  mouvement  du  point 
n'est  pas  determine  par  la  seule  connaissance  de  la  force 
qui  agit  sur  lui.  II  faut  encore  connaitre  la  position  ou  il 
se  trouve  a  un  certain  instant,  celui  par  exemple  a  pariir 
duquel  on  commence  a  compter  le  temps  5  et,  de  plus,  la 
grandeur  et  la  direction  de  sa  vitesse  a  cet  instant.  C'est  en 
cela  que  consiste  ce  qu'on  appellera^af  initial  du  point; 
et  Ton  voit  qu'il  renfermc  six  donnees  necessaires  et  suffi- 
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saiites,  les  trois  coordonnees  du  point  et  les  trois  compo- 
santes  de  sa  vitesse. 

Or  il  est  facile,  au  moyeri  de  ces  donnees,  de  determiner 
les  six  constantes  introduites  par  Tintegration.  En  efiet,  les 
equations  integrales,  ainsi  que  toutescelles  qu'on  en  dedui- 
rait  par  la  diiS^rentiation,  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  r, 
seront  satisfaites  si  Ton  y  fait  ^  =  o.  Pour  cette  valeur  de  ton 

connait,  par  hypoth^se,  les  valeurs  de  x^y,  z,  — >  —-^  --. 

En  Ifs  substituant  dans  les  equations  integrales  et  leurs 
derivees  premieres,  dans  lesquelles  on  aura  fait  f==o,  on 
aura  six  equations  qui  ne  renfermeront  d'inconnues  que 
les  six  constantes,  lesquelles,  par  consequent,  seront  deter- 
minees. 

Ayant  ainsi  trois  equations  entre  a?,  y,  z,  f,  on  rentre 
dans  le  premier  cas  que  nous  avons  examine. 

233.  Composantes  tangentielle  et  normale  de  la  force, 
—  Nous  avons  determine  (n°  17)  les  composantes,  tan- 
gentielle et  normale,  de  Facceleration  dans  le  mouvemeiit 

cC*  s 
deviaioire.  La  premiere  est  exprimee  par  -7-^-9   la  seconde 

par  —  ,  et  I'acceleration  elle-meme  par 


Or  la  forc«  a  la  m^me  direction  que  la  deviation  ou  Tacce- 
leration ;  elle  aura  done  avec  »es  composantes,  suivant  la 
tangente  et  la  normale,  les  m^mes  rapports  que  I'accelera- 
tion et  ses  composantes  suivant  ces  memes  directions.  Et 
comme  nous  venons  de  voir  que  la  force  acceleratrice  elail 
mesureeparraccelerailiondumouvement  deviatoire,qui  est 


\/m*^-^)'^ij^)' 
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il  en  resuhe  que  ses  deux  composantes  seront  aussi  mesu- 
rees  par  celles  de  1' acceleration. 

Ainsi  : 

La  composarite  tangentielle  de  la  force  acceleratrice 
est 


dv 


^ 


et  la  composante  normale,  dirigee  vers  le  centre  de  cour* 
bare,  est 


r' 


R  etant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  On  designe 
aussi  cetle  dernifire  sous  le  nom  deforce  centripete.  Si  au 
lieu  de  Tunite  de  masse  on  suppose  une  masse  /n,  ces  deux 
composantes  se  changeront  en 


d^s  v^ 

m  —, —  t      /w  -—  • 
de  R 

234.  Composantes  tangentielle  et  normale  de  la  force 
d^inertie.  —  Nous  avons  vu  (n^  216)  que  toutes  les  fois 
qu'une  action  s'exer9ait  sur  un  corps,  celui-ci  exer9ait  tou- 
jours  en  sens  coniraire  une  action  egale,  que  I'on  nomme 
reaction  on  force  d'inertie.  Si  Taction  s'exerce  par  la  pres- 
sion  ou  la  traction  d'un  autre  corps,  ou  d'un  appareil  mate- 
riel quelconque,  c'est  sur  les  points  materiels  en  contact  que 
s'exerce  la  reaction.  Si  elle  provient  d'un  corps  a  distance, 
c'est  toujours  sur  ce  corps  que  la  reaction  s'opere  •,  et  elle 
est  encore  egale  et  directement  opposee  a  Faction  qui  a  lieu 
sur  le  premier. 

Cela  pose,  consid^rons  un  point  libre,  ayant  une  masse 
m  et  decrivant  une  trajectoire  quelconque  sous  Taction 
d'une  certaine  force,  que  nous  nous  representerons  comme 
produite  par  la  traction  d'un  61  ou  par  la  pression  d'un 


I 

J 
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autre  corps;  la  force  d'inertie  sera  appliquee  a  ce  fil  ou  ce 

corps  exterieur,  au  point  m^me  de  I'espace  ou  se  trouve  le 

mobile,  et  pourra  etre  decomposee  en  deux  autres  egales  et 

opposees  a  celles  de  la  force  appliquee  au  mobile  :  Tune 

.  11     ^    1     %        «^'J     i»  1*1*  wp* 

tangentielle  egale  a  m  -— ,  1  autre  nortnale  egale  a—-. 

La  composante  nor  male  sera  done  dans  le  plan  oscula-* 
teur  de  la  trajectoire,  et  dirigee  du  c6te  oppose  au  centre  de 
courbure*,  de  sorte  que  si  Ton  concevait  qu'elle  agit  sur  un 
point  sans  Vitesse  pendant  un  temps  fini ,  ce  point  se 
mouvrait  suivant  la  normale  en  s'eloignant  de  ce  centre. 
C'est  pour  cette  raison  qu'on  lui  a  donne  le  nom  de  force 
centrifuge. 

On  fait  quelquefois  de  faux  raisonnements  relativement 
a  la  force  centrifuge,  parce  qu'on  ne  se  rappelle  pas  assez 
qu'elle  n'est  pas  appliquee  aU  point  en  mouvement,  mais 
au  corps  en  contact  avec  lui^  et  qui,  par  sa  pression  ou  sa 
traction,  determinerait  ce  mouYement.  Si  Ton  supposait  le 
mouvement  produit  autrement  que  par  la  pression  d'un 
corps,  la  reaction,  comme  nous  Tavons  dit,  ne  serai t  plus 
appliquee  a  un  point  en  contact  avec  celui  que  Ton  consi- 
d^re,  et  la  denomination  de  force  centrifuge  ne  semble  plus 
assez  naturelle.  Par  exemple,  en  regardant  le  mouvement 
de  la  terre  comme  produit  par  Tattraction  du  soleil,  la 
reaction  de  la  terre  est  appliquee  au  soleil;  sa  composante 
normale  Test  done  aussi,  et  Ton  serait  oblig^  de  dire  que  la 
force  centrifuge  produile  par  la  terre  est  appliquee  au  so- 
leil. Onferait  peut-^tre  mieux  de  supprimer  cette  denomi- 
nation qui  obscurcit  quelquefois  les  choses,  et  d'employer 
le  mot  reaction,  qui  rappelle  toujours  a  quel  point  la  force 
et  ses  composantes  sont  appliquees. 

235.  La  force  centripete,  et,  par  suite,  la  force  centri- 
fuge, a  d'abord  ^te  consideree  dans  le  cercle,  et  son  expres- 

I.  3.5 
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sioD  s^y  determine  par  des  considerations  tres^simples.  En 
effet,  si  on  decompose  la  force  accel^ratrice  qui  agit  sur  le 
point,  et  qui  eit  n^essairement  comprise  dans  le  plan  du 
cercle,  en  deux  autres  forces,  dont  I'une  soit  tangente  et 
Tautre  normale  an  cercle,  le  mouvement  de  la  projection 
du  point  sur  la  normale  sera  uniquement  du,  comme  nous 
le  Savons,  a  la  composante  normale.  Or,  en  supposant  cette 
composante  constante  de  grandeur  et  de  direction  pendant 
un  temps  infiniment  petit  dt^  la  theorie  du  mouvement 
uniformement  acc^l^r<^  apprend  que  sa  valeur  sera  egale  au 
douUe  de  Fespace  part;ouru  suivant  la  normale  divisee  par 
le  carre  du  temps.  Get  espace  est  egal  au  carre  de  la  corde 
on  de  Fare  ds^  dont  il  est  la  projection,  divise  par  le  dia- 

metre  !2R^  done  la  composante  normale  est  ^gale  a  t—  ou 
a  --•  Telle  est  done,  dansle  cercle,  Texpression  de  la  force 

ceptripite  ou  de  la  force  centrifiige.  EUe  serait  -^  pour  le 

point  dont  la  masse  serait  m. 

Si  Ton  d^signe  par  ot)  la  vitesse  angulaire  du  rayon  qui 
contient  le  mobile,  on  aura 

et  1  expression  de  ces  forces  devient 

w'R     et    w'wR, 


ou  encore 


47r'R  4ir»R//i 


en  designant  par  T  le  temps  que  le  point  met  a  decrire  le 
cercle. 

En  supposant  que  le  mobile  soit  oblige  de  decrire  le 
cercle  au  moyen  d'ui^e  tige  ou  d'un  fil  sans  masse,  de  Ion- 
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gueur  invariable,  dant  une  extremite  est  fixee  au  centre,  ce 
fil  tire  le  point  et  produit  sur  luila  force  centripete^  il  est 
tire  a  son  tour  par  la  force  centrifuge.  Ces  deux  forces  en 
equilibre  sur  le  ill  determinent  sa  tension. 

Si  Ton  supposait,  au  lieu  de  cela,  nn  cercle  mtt^idi  que 
le  mobile  ne  pourr ait  quitter,  par  exempleun  anneau  creux 
infiniment  etroit,  dans  I'int^rieur  duquel  serait  le  point  en 
mouvement,  ce  cercle  exercerait  sur  lui  une  forccf  iirigee 
vers  le  centre,  et,  reciproquement,  oehii*ci  en  exercerait 
une  autre  sur  ce  cercle,  egale  etdirectement  oppos^. 

Enfin  on  pent  concevoir  un  mode  de  liaison  quekonqoe 
qui  oblige  le  point  a  decrire  un  cercle.  Nous  allons  en 
donner  un  exemple  tres-simple  et  tr^-importaat  par  les 
consequences  qui  s'en  deduisent  relati  vement  a  ta  pesanteun 

23H.  Influence  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre 
sur  la  pesanteur.  —  Considerons  un  systeme  de  forme  in- 
variable, etdont  les  points  exercent  les  uns  sur  les  aulres 
des  actions  quelconques  detruites  par  leur  liaison  mutuelle^ 
et  donnons-lui  un  mouvement  de  rotatioti  uni  forme  autour 
d'un  axe.  II  est  facile  de  reconnaitre  qu'alors  les  liaisons  du 
systeme  detruisent,  pour  cbaque  point  materiel,  les  ac- 
tions mutuelles  qu'il  subissait  dans  I'^tat  primitif,  jointes 
a  la  force  centrifuge  correspondante  a  sa  masse  et  a  son 
mouvement  i 

En  effet,  on  peut  ajouter  a  toutes  les  actions  primitives 
la  force  centrip^te  et  la  force  centrifuge  relatives  a  cbaque 
point,  puisque  ces  deux  forces  se  detruiront.  Or  la  force 
eentrip^te  produirait  le  mouvement  du  point  s'il  ^ait 
libre*,  il  faut  done  que  toutes  les  autres  soient  detruites  : 
done  la  resultante  des  actions  mutuelles  primitives  exer- 
cees  sur  cbaque  point,  et  de  la  force  centrifuge  consideree 
alors  comme  appliquee  a  ce  point  meme,  est  detruite  par 
les  liaisons. 

25. 
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Soient  r  la  distance  d'un  point  quekonque  du  corps  a 
I'axe,  et  T  le  temps  de  la  revolution  entiere  \  la  vitesse  de  ce 

point  sera  -=r  >  et  la  force  centrifuge  -'— -  •  On  voit  qu'elle 

est  prdportionnelle  a  la  distance  a  Taxe;  elle  est  done 
nulle  aux  extr^mit^s  de  Taxe,  et  la  plus  grande  possible 
pour  le  point  le  plus  ^loign^  de  Taxe. 

La  terre  est  animde  <l'un  mouvement  de  rotation  qui , 
comme  nous  venons  de  I'expliquer,  introduit  parmi  les 
forces  detruites  par  la  liaison  des  points,  une  force  centri- 
fuge qui  n'existerait  pas  si  elle  n^avait  qu^un  mouvement  de 
translation,  par  lequel  tons  ses  points  decriraient^  dans  un 
m^e  temps  iniiniment  petit,  des  droites  egales  et  paral- 
l^les.  Ce  mouvement  de  rotation  s'effectue  dans  86164  se- 
condes,  et  Ton  a,  par  consequent, 

T  =  86164. 

A  Tequateur,  la  rotation  de  la  terre  et  la  force  centrifuge 
etant  directement  oppos^es,  la  pesanteur  a  une  valeur  ^gale 
a  celle  qu'elle  aurait  si  la  rotation  n'avait  pas  lieu,  dimi- 
nu^e  de  la  force  centrifuge.  Si  Ton  fait  d'abord  abstraction 
du  petit  changement  de  la  pesanteur  a  la  surface  de  la 
terre,  on  pourra  la  regarder  com'me  egale  k  g  k  1  equateur, 
et  si  Ton  appelle  G  celle  qui  aurait  lieu  si  la  terre  ne  tour- 
nait  pas  sur  elie-m^me,  et  qui  est  la  resultante  des  actions 
mutuelles,  on  aura 

Mais  27rr=  40000000;  done  on  aura  a  peu  pres 
^n'r         I  r-         ^ 


«   .    I 


ou,  a  ires-peu  pres, 


-^(■-sk) 
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JLia  grayite  es|t  done  diminuee  environ  de  -^  de  sa  yaleur 
par  la  force  centrifuge  a  Fequateur.  Et  comme  289  est  le 
carre  de  1 7  et  que  la  force  centrifuge  est  proportionnelle 
au  carre  de  la  vitesse,^  si  le  inouYement  de  rotation  etait 
environ  ly  fois  plus  rapide ,  la  pesanteur  serait  nulle  a  I'e-. 
quateur. 

Sur  un  parallele  quelconque>  la  force  centrifuge  n'est 
pas  directement  oppos^e  a  Tattraction  de  la  terre,  mais  elle 
change  tr&s-peu  la  direction  de  cette  attraction  ou  de  la 
gravity,  et  la  diminution  de  son  intensite  €St  sensiblement 
egale  a  la  projection  de  la  force  centrifuge  sur  la  normale 

a  la  sphere,  ou  - — — ?  r'  etant  le  rayon  du  parallMe , 

et  X  $a  latitude.  Or^  en  supposant  la  terre  spherique,  on 

aura 

r'  =  rcos>, 

et  la  diminution  de  la  pesanteur  sur  ce  parallele  sera 

47r»r 
■h::^'  cos'  \. 

Elle  varie  de  Tequateur  au  p6le  proportionnellement  au 
carre  du  cosinus  de  la  latitude.  Mais  la  terre  n^etant  pas 
tout  a  fait  sph^rique,  il  en  resulte  une  aiitre  diminution 
proportionnelle  au  carre  du  cosinus  de  la  latitude,  et  qui 
s'ajoute  a  la  premiere,  de  sorte  que  le  poids  d'un  corps 
transporte  du  p6le  a  I'^uateur  diminue  de  —7  aulieude  ~-j. 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  DES  FORMULES  GfiNfiRALES  DU  MOUVEMENT 

DUN  POINT  LIBRE. 


237.  Mou^ement  produitpar  iine  force  dont  la  direc- 
tion est  constamment  tangente  it  la  trajectoire.  —  Dans 
une  position  quelconque  du  mobile,  les  cosinus  des  angles 

d^x 
que  fait  la  force  avec  les  axes,  sont  proportionnels  a  -7-^  f 

TT '  "TT '  ®^  P^^  hypothese,  iU  doivent  ^tre  aussi  propor- 
tionnels a  ceuxqui  se  rapportent  a  la  tangente  a  la  trajec- 

toire  en  ce  m^me  point,  ou  a  -7-  ^  -p  ?  -r  •   On  devra  done 

*^        '  dt     dt     dt 

avoir  les  egalites  suivantes  : 


d^x 

d^x     d-^ 

dx 

dej         dt^ 
"""  dy  ~     dz 

lit  dt  dt 

Integrant  ces  trois  membres  et  designant  par  c^  d^  fp  trois 
constantes  arbitraires,  il  vient 

dx       y     ,  dy        .     n  dz 
\.c  —  =  l.r'  -f-  rcl.c''  — . 
dt  dt  dt 

OU 

/  X  dx  dy  dz 

^  ^  dt  dt  dt 
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Integrant  de  nouveau  et  designant  par  a,  a!^  o?  trois  nou- 
velles  constantes  arbitraires,  on  obiient 

Les  coordonnees  du  mobile  satisfaisant  a  deux  equations 
du  premier  degre,  il  s'ensuit  que  la  trajectoire  est  une 
ligne  droite. 

La  position  initiate  du  mobile  sera  un  point  de  cette 
droite.  Les  composantes  initiales  de  la  vitesse  donneront, 
au  moyen  des  Equations  (i),  les  rapports  des  coefficients  c^ 
</,  c^.  La  droite  donn^e  par  les  equations  (2)  sera  done  de- 
termin^e,  puisqu'on  connalt  sa  direction  et  un  de  ses  points. 

Ainsi^  la  question  est  ramen^e  au  mouvement  sur  une 
droite  donn^e,  et  sera  traitfe  comme  prec^emment^  quand 
la  force  sera  connue, 

238.  Mom^ement  produit  par  mie  force  constamment 
normale  h  la  trajectoire.  —  La  condition  connue  pour  que 
deux  droites  soient  perpendiculaires,  donne  imm^iate- 
ment,  dans  le  cas  actuel,  T^uation 

dx  d^x       dy  d'^y       dz  d^z 

dt  "dF  '^  di  di^  ^  di  dF  '~'^' 

Or  le  double  du  premier  membre  est  la  derivee  de 


(^)'-(l)'-(S)" 


ou  de  1^',  f'  designant  toujours  la  yitesae ;  il  en  r^ulte  done 
que  la  vitesse  est  constante.  Ainsi,  en  designant  par  i^«  sa 
Vitesse  initiate,  on  aura 

dx^       djr^       dz^         , 


dt'  '^  dt^  "^^/f^  ""''•' 


II  suffira  done  de  connaitre  deux  autres  equations  pour 
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que  le  mouvement  soil  determine.  Nous  n'en  offrirons  ici 
aucun  exemple^  nous  uous  etions  propose  seulement  d'^ta- 
blir  la  propositioi)  gen^ral&suivaiite  : 

Lorsque  la  force  qui  sollicite  un  point  maieriel  est  tou^' 
jours  normale  h  sa  trajectoire,  le  mouyeinent  de  c^  point 
est  uniforme, 

;  On  se  trouve  dans  les'conditions  de  cette  question ,  quand 
'  piii  conside^re  un  point  assujetti  a  se  uiouvoir  sur  une  courbe 
\  6u  une  surface  fixe  qui  ne  produit  aucun  frottement,  en 
admettant  qu  il  n  y  ait  aucm^e  force  autre  que  la  resistance 
de  la  courbe  ou  de  la  surface  :  le  mobile  est  alors  sollicite 
par  une  force  co,nstainment  normale  a  ss^  tr^jectoire,  ct  son 
mouveipent  sera  par  cons^uent  uniforme. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  parvenir  aux  cpns^quencect 
prec^entes,  relativement  a  ces  deux  derni^res  questions, 
au  moyen  des  formules  qui  expriment  la  composante  tan- 
gentielle  et  la  composante  normale  de  la  force  appliqu^e  au 
mobile. 

En  effet,  si  cette  force  est  toujours  tangente  a  la  trajee- 
toire,  la  composante  normale  ost  toujours  nulle.;  et  Ton  a^ 
en  chaque  point, 

~  =  o ,      ou      R  =  OQ  . 

A. 

Done  la  ligne  est  droite,  puisque  son  rayon  de  courbure  est 
infini  en  chaque  point. 

Et,  si.  la  resultante  est  toujours  normale,  la  composante 

tangentielle  —  est  toujours  nulle^  el,  p^^r  consequent,  ~ , 

ou  la  vitesse,  a  une  valeur  cons  tan  te« 

239,  Propriete  du  mouyement  produit  par  une  force 
qui  passe  parun  point  fixe.  —  Lorsqu^un  point  materiel 
est  sollicite  par  une  force  dont  la  direction  passe  par  un 
point  fixe  que  Ton  prendra,  pour  plus  de  siroplicite,  comme 
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origine  des  coordonnees,  les  cosiaus  des  angles  foi^es  par 

la  direction  de  cette  force  avec  les  axes,  doivent  hive  pro- 

porlionnels  aux  coordonnees  x^  j,  z  du  pointy  et,  comme 

.1  .  J  d^x    d^Y     d^z 

lis  sont  proportionnels  aux  composantes  -rj »  -jj-  ?  — -  de 

la  forpe  acceleratriqe,  ob  aura 


d^x 

d^y       d^z 

{') 

di^ 

4? 

dt^        dt^ 

d'ou  Ton  tire 

'• 

dH         d^y 

Y                  Z             — 
^  dt\             dt^ 

:0, 

d^x 

'dF' 

d-'z 
—  X o. 

dt^ 

d^Y          d^x 

dt^      -^  dr 

et,  en  integrant  par  rapport  a  t^ 

,    .        dz  dy  dx  dz  dy  dx 

C,  a  G'  etant  des  constantea  arbitraires. 

Si  Ton  multiplie  la  premiere  de  ces  equations  par  Xj,  la 
seconde  par  y^  la  troisi^me  par  z,  et  qu'on  les  ajoute,  on 
trouvera  I'equation  suivante  entre  les  coordonnees  du  point 
a  ua  instant  quelconque  : 

Le  point  ne  sort  done  pas  d'un  plan  passant  par  Torigine, 
comme  on  pouvait  le  reconnaitre  a  priori,  en  observant 
qu'aucune  cause  ne  tend  a  faire  sortir  le  point  du  plan 
mene  par  le  centre  d'action  et  la  direction  de  la  vitesse 
initiale. 

Pour  interpreter  les  equations  (2),  soient  r  la  projection 
du  rayon  vecteur  mene  de  Torigine  au  point  mobile,  sur  le 
plan  XY,  et  B  Tangle  qu  elle  forme  avec  Faxe  des  x.  Nous 
supposerons  que  les  angles  croissent  de  I'axe  des  x  positifs 
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vers  I'axe  des  y  positifs ,  de  sone  qu'en  se  pla9aat  dana 
I'axe  des  z  positifs,  on  voie  s'ex^uter  de  gauche  a  droite 
le  mouvement  du  rayon  qui  decrirait  les  angles  croissants. 
Nous  regarderoDS  les  aires  decrites  par  un  rayon  TCCteur, 
comme  croiasant  dans  ce  m£me  sens ;  et  il  eu  sera  de  mSme 
pottr  chacun  des  autres  axes,  reiativement  aux  deux  auQ-es 
plans. 

Cela  pose,  on  aura  Tequatioa  g^n^rale 

d%  dy  dx 


ct,  par  consequent, 


en  d^ignant  par  X"  I'aire  d^crite  par  la  projection  t  du 
rayon  vecteur  du  mobile. 

Si  Ton  d^signe  de  m&me  par  X'  et  \  les  aires  d^rites  par 
les  projections  de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  ZX  et  ZY, 
lee  Equations  (a)  donneront 


d'oii 

en  supposaat  que  les  aires  commencent  avec  le  temps  t. 

Ces  equations  montrent  que  les  aires  decrites,  a  partir 
de  cet  instant,  par  les  projections  du  rayon  vecteur  du  mo- 
bile, croissent  proportionnellement  au  temps.  Et  comme 
le  mouvement  du  point  s'eSectue  dans  un  plan,  il  s'ensuit 
que  les  aires  decrites  par  le  rayon  vecteur  du  mobile  dans 
ce  plan,  sent  aussi  proportlonnelles  au  temps.  La  valeur  de 
ces  aires  pent  s'exprimer  facilement,  en  observant  que  toutc 
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aire  plane  est  egale  k  la  racine  carree  de  la  somme  des  car- 
res  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires.  On 

aura  done,  pour  Pexpression  de  ces  aires, 

Reciproquement,  si  les  aires  decrites  par  les  projections  du 
rayon  vecteur  sont  proportionnelles  au  temps,  la  direction 
de  la  force  qui  soUicite  le  mobile,  passe  constamment  par 
I'origine.  Car  alors  les  equations  (3)  auront  lieu,  et,  par 
suite,  les  equations  (2)  qui,  diflerentiees,  donneront  les 
equations  (i)  ^  or  ces  equations  expriment  que  les  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  force,  et 
ceux  qui  se  rapportent  a  la  droite  menee  de  I'origine  au 
point  (Xj  y^  z)  sont  proporlionnels,  et  que,  par  conse- 
quent, ces  deux  droites  se  confondent. 

Cest  dans  ces  deux  propositions  reciproques  que  consiste 
le  principe  des  aires  pour  un  point  materiel. 

Si  le  point  etait  soUicite  par  des  forces  dirigees  vers 
deux  centres  fixes,  les  Equations  (i)  ne  seraient  plus  satis- 
faites  \  mais  la  premiere  aurait  encore  lieu  en  prenant  pour 
axe  des  z  la  droite  qui  passe  par  les  defux  centres.  En  effet, 
la  r&ultante  des  forces  auxquelles  le  point  est  soumis,  cou- 
pant  constamment  Taxe  des  ^,  ^es  composantes  paralleles 
a\ix  axes  des  x  et  des  j  sont  proportionnelles  a  ces  deux 
/coordonnees ;  d'ou  resulte  Tequation 

do     ^  dt^ 

et,  par  consequent,  le  principe  des  aires  a  lieu,  dans  ce 
caSj  pour  tout  plan  perpendiculaire  a  la  droite  qui  passe 
par  les  deux  centres,  le  centre  des  aires  etant  pris  sur 
cette  droite. 

II  est  evident  qu'il  en  serai t  dc  mcmc  si,  au  lieu  de  deui 
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(,  •n  CB  avail  m  no«bre  qmUow|t 
droiie. 


SIO.  Expression  rcmanpuible  de  la  force  Jirigee  vers 
mn  centre  fixe,  am  mojen  des  eletmemti  de  la  trujedom^  — 
Cetie  lonnnle  mfiniiesimale  est  one  dci  plus  iiiiportaiites 
deconvertes  de  Newton.  Pdor  j  parrcnir,  soit^  a  one  epoqne 
qnelcotiqiie,  M  (J^g*  58)  la  position  dn  nMd>ile  stJlicile 
Ten  le  pcnnt  6xe  O,  et  ^i  sa  position  apres  le  temps  infi* 
niment  petit  6;  XI  parall^  a  MO,  et  temiinee  a  la  tan- 
gente  a  la  trajectoire  en  M.  Designant  la  force  par  9.  on 
aura 


3 

ef 

c»=30^M  = 

d'ou 

2f^ 

et,  par  suite, 

2ir»   III 

Telle  est  la  formole  infinitesimale  donnee  par  Newton  dans 
son  livre  des  Principes :  en  observant  tontefois  cpi'il  n*a 
pas  eherche  a  determiner  la  valeor  de  la  constante  cpu 
est  representee  ici  par  2c*.  II  transforme  cette  expression 
de  difS^rentes  manieres. 

Ainsi,  en  abaissant  de  N  la  perpendicnlaire  MK  sur  la 
normale,  et  d^ignant  par  o)  Tangle  de  cette  demiere  avec 
MO9  on  aura 

2R 

R  etant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  De  la  re- 
mile,  en  designant  par  p. la  perpendicnlaire  OQ  abaissee 
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de  O  sur  la  tangente, 


•P  — 72 =^ 


'•'  R  cos  « .  Sp         ''"^  ^^'  *^       P'^  ^^*  "       ^P" 

241.  Ces  formules  de  Newton  conduisent  a  uae  expres- 
sion difF^renlielle  ires-simple  de  la  force  centrale  ^^^ 
Prenons,  en  effel,  la  formule 

c'r 

et  substituons-y  a  /?  et  R  leurs  expressions  diflerentielles, 

qui  sont 

d9 
p  =  r  cosw  =  r'  — -  5 

as 

ds"  ds^ 

1^  dB^ 


R=: 


</r»  d^r 


Nous  obtiendrons  ainsi 


formule  importante  dont  nous  ferons  usage  par  la  suite,  et 
qu!on  deduit  ordinairenient  des  equations  generates  du 
mouvement. 

^i^.  Mouvement  prodiiit  par  une  force  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur.  —  Considerons  encore  le  cas  ou  la  force 
serait  perpendiculaire  a  une  ligne  passant  par  un  point 
fixe.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  pour  un  point 
assujetti  a  rester  sur  une  droite  qui  tourne  suivant  une  loi 
quclconque  autour  d^un  de  ses  points,  et  dont  la  pression 
normals  est  la  seule  force  qui  soUicite  le  point. 
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La  condition  donnee  sera  alors  exprimee  par  Inequation 

d^x  d'^r  d^z 

di^        -^  dO  dt^ 


Faisons 

nous  aurons,  par  la  diffi^rentiation, 

dx  dr  dz  dr 

di  ^^  dt  dt  dt 

Diff<^rentiant  de  nouveau,  11  vient 


xs+(¥)>.s:+(f)v.^v(0 


d^x       /dxy  d' 

d^r       /dry 

^'dr^ydi)' 

equation  qui,  en  vertu  de  la  premiere,  se  r^uit  a 

d 


r 


dt^       \dt]        \dL] 


Nommiint  o)  Tangle  decrit  dans  Tespace  par  le  rayon  vec- 
teur,  on  sait  qu'on  aura 

.    ds^=zdr^-hr^d(»iK 

Reportant  cette  valeur  de  ds*  dans  T^uation  precedente, 
elle  devient 


dt'       \dt ) 


Cette  ^nation  a  lieu  quelle  que  soit  la  directrice  de  la  sur- 
face conique  decrite  par  le  rayon  vecteur. 

Si  Ton  donnait  la  loi  du  mouvement  angulaire  du  rayon 
vecteur  par  une  equation  entre  w  et  f ,  il  serait  possible,  en 
combinant  cette  equation  avec  la  precedente,  de  delermi- 
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Tier  a  chaque  instant  la  grandeur  du  rayon  vecteur  et  Tangle 
qu'il  a  d^crit.  Geite  grandeur  du  rayon  vecteur  ne  depen- 
dant pas  de  la  nature  de  la  surface  conique  decrite,  il  s'en- 
suit  que  si  I'on  developpe  celle-ci  sur  un  plan,  la  courbe 
decrite  par  le  point  mobile  sera  la  m^me  apres  le  develop- 
pementy  quelle  que  soit  la  directrice  du  c6ne,  et  sera,  par 
consequent,  la  courbe  m^me  que  Ton  aurait  obtenue  en 
faisant  mouvoir  le  rayon  vecteur  dans  un  plan,  en  obser- 
vant la  meme  loi  entre  w  et  f . 

Mouvement  curviligne  des  projectiles  pesants. 

243.  Nous  allons  maintenanl  appliquer  les  equations 
generales  du  mouvement  d\in  point  libre  an  cas  particu- 
lier  des  projectiles  pesants,  lance$  dans  le  vide  ou  dans  un 
milieu  resistant. 

Considerons  d'abord  un  point  materiel  pesant  qui  parCe 
d'un  point  A  (fig.  Sp)  avec  la  vitesse  a  dans  une  direction 
AB.  Prenons  pour  axe  des  y  la  verticale  menee  par  le 
point  A  et  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  pour  axe 
des  X  une  perpendiculaire  a  cette  droite  dans  le  plan  ver- 
tical qui  contient  la  direction  AB.  Le  mobile  ne  sortira  pas 
de  ce  plan,  et  sa  position  sera  determinee  par  les  deux  coor- 
donnees  x,  y.  Les  equations  generales  de  ce  mouvement 
sont 


dt^    ■~°'         dt'   ""        ^'^ 


on  en  deduit 


dx  dj 


c 


=  —  ^^  +  ^. 


dl  '        dt 

Or,  pour  ^  =  o,  les  composantes  de  la  vilesse  sont 

a  cos  a ,        a  sin  a , 
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a  etant  Tangle  BAX.  Done 

et  Ton  a 

dx  dr 

Integrant  eneore,  il  vient 

xz=  at  cos  a  J        jrr=: — \- at  Sin  a. 

Nous  n^ajoutODs  pas  de  constantes,  parce  cpie,  pour  t  =  o, 
on  doit  avoir  a:  =  o  eiy  =  o. 

On  aura  T^uation  de  la  trajectoire  en  elimlnant  t  entre 
ces  deux  equations ;  on  trouve  ainsi 

X  =  x  tang  a ,       ,    x% 

^  2  a*  cos' a 

equation  qui  represente  une  parabole  dont  Taxe  est  paral- 
lele  a  I'axe  des  y^  et  par  consequent  vertical^  et  dont  la 
tangente  a  I'origine  est  la  direction  de  la  vitesse  initiale. 
Les  coordonn^es  A,  k  de  son  sommet  ont  pour  valeurs 

a*  sin  a  cos  a         .a'  sin'  a 


h  :si J      X*  = 


8  ^g 

La  directrice  a  pour  equation 


fl' 


elle  est  a  une  distance  de  A  egale  a  la  Kauteur  a  laquelle  le 

corps  s'^leverait,  s'il  ^lait  lance  yerticaleident  avec  la  m&me 

vitesse  a. 

Si  I'on  fait  y  t=z  o  dans  I'equation  de  la  trajectoire,  on 

trouve 

2  a^  sin  a  cos  a 

g 
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C'est  Texpression  de  la  distance  AC^  on  la  nomme  I'am- 
plitude  du  jet.  EUe  est  la  plus  grande  possible  quand 
a  =  45**. 

244.  Si  le  corps  etait  lance  avec  la  m6me  vitesse  a  dans 
des  directions  difTerentes,  on  aurait  diflerentes  parakoles 
qui  auraient  toutes  la  mdme  directrice.  Le  lieu  de  leurs 
sommets  s^obtiendrait  en  eliminant  a  entre  les  equations 
qui  determinenwA  et  A:^  on  trouve  ainsi 


2  a' 


4X2-f.^2 /-  =  0, 


g 


a* 


equation  d'une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  egal  a  — ?  dirige 
suivant  Taxe  des  y^  et  a  I'une  de  ses  extremites  a  Forlgine ; 


fl» 


Tautre  axe  est  egal  a  — ;  il  est  double  du  premier. 

245.  On  aura  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  para- 
boles  correspondantes  aux  diflerentes  valeurs  de  a,  en  eli- 
minant cet  angle  entre  Tequation  generale  de  ces  lignes  et 

sa  deriv^e  par  rapport  a  a,  qui  donne  tanga:= — •  On 

•  S^ 

trouvera  ainsi,  pour  I'equation  de  la  courbe  enveloppe, 

ou,  en  designant  par  h  la  hauteur  due  a  la  vitesse  a, 

La  courbe  cberchee  est  done  une  parabole  ayant  pour 
axe  Taxe  des  y^  et  son  sommet  du  c6te  des  j'  positifs  a  une 
distance  h  de  Torigine.  EUe  coupe  Taxe  des  x  en  deun 
points  distanls  de  I'origine  d^une  quantity  ^ale  a  2  h. 

246.  Si  Ton  veut  determiner  Finclinaison  a  de  maniere 
L  26 
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a  ce  que  le  mobile,  partant  avec  une  vitesse  a,  passe  par 
xrn  point  dont  les  coordonnees  soient  x',y,  il  faudra  re- 
soudre  par  rapport  a  a  Tequation 

y*  =  4:'  tang  a  — 


2  a'  cos' a 
On  en  tirera 


lang«  = ^^ .  ^      ^ 

II  y  a  done  deux  inclinaisons  qui  satisfont  a  Fequation,  si 
I'on  a 

une  seule  si 

et  aucune  si 

a*  <[  2  (t^ 8X'  -t-  ^*J?'*. 

Or  Tequation 

exprime  que  le  point  donne  est  situe  sur  la  parabole  enve- 
loppe  determinee  pr^cedemment -,  et,  par  consequent,  le 
probl^me  est  impossible  si  le  point  donne  est  en  dehors  de 
cette  courbe,  comme  il  ^tait  facile  de  le  prevoir;  il  aura 
deux  solutions  si  le  point  est  dans  Tinterieur,  et  une  seule 
s'il  est  sur  Tenveloppe.  Dans  ce  dernier  cas,  il  est  clair 
que  le  mobile  doit  6tre  lance  de  manier^  a  decrire  la  para- 
bole qui  louche  Tenveloppe  en  ce  point,  et  c'est  ce  que 
Ton  reconnalt  facilement  d'apris  la  vajeur  de  tang  a,  qui  se 

reduit  a 


gx 


247.  Mou^ement  dans  Pair,  —  La-  trajectoire  du  mo- 
bile dans  un  milieu  resistant,  sera  toujours  comprise  dans 
le  plan  vertical  mene  par  la  direction  de  la  yitesse  initiale. 
Les  forces  qui  solliciteront  le  mobile  a  chaque  instant  se* 


supposerons  encore  representee  par  ~y»  ^^  9^'  sera  dirigee 
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ront  la  pesanteur,  et  la  resistance  du  milieu,  que  nous 

k 

suivant  la  tangente,  en  sens  conlraire  du  mouvement.  La 
composante  horizontale  de  cette  force  sera  done  toujours 
dirigee  dans  le  sens  des  x  n^gatifs  •,  sa  composante  verticale 
sera  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  ou  des  y  negatifs, 
quand  le  mobile  montera  \  et  dans  le  sens  contraire  quand 
il  descendra. 

Nous  avons  vu  que  Taccel^ration  du  mouvement  de  la 
projection  d'un  point  sur  une  droite  quelconque,  etail  due  a 
la  force  estimee  parall^lement  a  cette  droite.  Ordinairement 
on  considere  les  projections  de  ce  point  sur  des  droites 
rectangulairesf  mais  on  pent  les  prendre  obliques  s'il  y  a 
quelque  avantage,  parce  que  le  mouvement  du  point  est 
completement  determine  quand  on  connait  celui  de  ses 
projections  orthogonales  sur  trois  droites  formant  un  angle 
solide  quelconque,  ou  simplement  sur  deux  droites  si  la 
trajectoire  est  plane. 

'Dans  la  question  aciuelle,  nous  supposerons,  avec  M.  Co- 
riolis,  qu'a  un  instant  quelconque  la  force  soit  estimee  sue- 
cessivement  suivant  une  parallele  a  I'axe  des  x,  et  suivant 
la  normale  a  la  trajectoire.  Ces  deux  forces  ne  seront  pas 
les  composantes  de  la  premiere,  et  la  direction  de  la  se- 
conde  est  variable*,  mais  elles  donneront  Tacceleration  dans 
le  sens  de  la  normale  et  de  Taxe  des  j:,  et  il  en  resultera 
deux  equations  du  mouvement.  Elles  pourront  remplacer 
celles  que  Ton  obtiendrait  en  projelant  la  resultante  sur, 
les  deux  axes,  auquel  cas  on  aurait  bien  les  deux  compo- 
santes de  cette  fbrce^  mais  elles  seront  beaucoup  plus  sim- 
ples, parce  que  la  resistance  et  la  pesanteur  n'entreront  pas 
A  la  fois  dans  la  mfeme  equation,  vu  que  les  deux  directions 
que  nous  avons  choisics  sont  perpendicul aires  respeclive- 
ment  aux  directions  de  ces  deux  forces. 

26. 
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Si  Fon  designe  par  (^  la  vitesse,  et  par  a  Tangle  que  fail 
sa  direction  avec  Taxe  des  x,  et  que  Ton  observe  que 

d^x d,vcG%oi 

HP  ■"        di      ' 

les  forces  estlmees  parallilement  a  Taxe  des  x^  donneront 

r^uation 

.  .  ^.  POOS  a  g 

(l)  -r -  =  —  ^f^COSa. 

^  '  di  A^ 

Les  forces  projet^es  sur  la  normale,  dirigee  du  point  que 
Ton  consid^re  vers  le  centre  de  courbure,  se  r^duisent  a 
^cosa*,  etla  composante,  dans  cette  direction,  a  pour  ex- 

pression  gen^rale,  ■— »  p  etant  le  rayon  de  courbure.  D'ail  - 

leurs,  dot  etant  n^gatif,  on  a 

ds 

on  aura  done  cette  seconde  equation 

dot 
(2)  ^cosa  =  — p*-j-» 


ds 


ou 


(3)  g'COSa  =  — (;-^, 

ou  encore 

dsdoL 

*  do 

Les  equations  (i)  et  (3)  sont  cellesdontM.  Cauchy  fai- 
salt  usage  dans  son  cours.  Mais  il  obtenait  la  seconde  par 
une  elimination  entre  les  equations  provenant  des  forces, 
estiniees  parallelement  aux  deux  axes.  La  maniere  dont 
nous  y  sommes  parvenus,  et  qui  est  due  a  M.  Coriolis,  est 
plus  directe  et  plus  simple ;  elle  est  fondee  sur  cette  const- 
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deration,  souvent  utile,  que  Ton  peut  estimer  les  forces 
suivant  des  directions  variables,  et  que  Ton  doit  choisir 
celles  qui  conduisent  aux  calculs  les  plus  simples. 
L'^quation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

pcosa  A-'  A* 

et  donne,  en  integrant, 

l.fcos«=  —  f^ -+-C. 

Soient  a  et  0  les  valeurs  initiales  donnees  de  v  et  a,  on 

aura 

l.acosO=rCy 

et,  par  suite, 


pcosa  gs 


ou 


_8i 
-  Lt        ax 

veosa  =  acosB.e     "=---• 

dt 

La  valeur  de  i^  tiree  de  cette  equation,  et  reportee  dans  I'e- 
quation  ( 2 ) ,  donne 

^^'  cos*  a  «^cos^d 

Cette  equation  ne  renfermant  que  a  et  5,  est  celle  de  la  tra- 
jectoire.  Si  pour  Tinlegrer  on  pose 

tanga=/;, 

elle  devient 

(5)  dpJThf^=z ^-^e^*  ds, 

d'ou  Ton  tire 

(6)  ;»v/i-H/''4-1.(/»4-n/h-/»')=-^j^**'   +y. 
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y  etant  une  constante  arbitraire  que  Toa  determinera  en 
faisant  5  ==  o,  p  =  tangd;  ce  qui  donne 

7  =  tangev^i-|-tang»0-hl.  (tangO  4-  \/i  +tang'0) 


a'cos'e' 


mais,  pour  plus*  de  simplicite,  nous  conserverons  y  dans 
les  formules. 

Gette  equation  fait  connaitre  s  quandp  est  donne;  mais 
elle  est  peu  commode  pour  la  construction  de  la  courbe,  et 
nous  aliens  introduire  x^ly  ai^  lieu  de  s.  Or  on  a 

ds 
et  Fequation  (5)  donne^  par  suite, 

fl'COS^O    — IT    , 
djc  z= i  e  dp, 

8 

Si  Ton  elimlne  Texponentielle  au  moyen  de  Fequation  (6), 
il  vient 

(7)  t/a?=:--.. 


et  comme  dj=^pdx^  on  aura 

/-'  pdp 


(8)  dy 


S    ps/i  -^ p' -h\.{p  -^  )^' I  -h p^)  —7 


Si  Ton  integre  par  approximation  les  seconds  membres  de 
ces  deux  equations,  on  aura  x  et  y  pour  cbaque  valeur 
de  p ;  ce  qui  donnera  autant  de  points  que  Ton  voudra  de  la 
trajectoire. 

Pour  savoir  a  quel  instant  le  mobile  passera  par  un  quel- 
conque  de  ces  points,  il  faut  connaitre  t  en  fonction  de  p. 

Or  la  seconde  equation  (3)  donne 


dt 


/        dsdoL 

V         g'cosa 


^ 
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ou,  en  remettant  la  valeur  de  ds  tir^e  de  Inequation  (4),  et 
observant  que  dt  ei  da  sont  de  signes  contraires, 

acos9    "^15    doL  acosO    ""Ti  , 

dt= e     ^  = e     ''dp. 

8  cos'a  g 

Done  enfin,  en  eliminant  Texponentielle  au  moyen  de  Ine- 
quation (6), 

(9)     '/^  =  -^  '' 


Ainsi  le  probl^me  est  ramene  a  integrer  par  approximation 
des  fonctions  donnees  d'une  seule  variable.    , 

La  vitesse  du  mobile  pent  s'exprimer  exactemeiit  en 
fonction  de  ^.  Si  Ton  ajoute  les  valeurs  de  dx*  et  Jy',  puis 
qu'on  les  divise  par  celle  de  A',  on  aura 

(lO)  ('*=  y  r   I 


y  —p  s/i-^p^ — \.{p-+-^i  -i-p^) 

Le  somi^et  de  la  courbe  s'obtiendra  en  faisant  p  =  o  ^  mais 
la  courbe  ne  sera  plus  symetrique  par  rapport  a  la  verti- 
cale  menee  par  ce  point.  On  aura  F amplitude  du  jet  en  fai- 
sant j  =  o'^  elle  sera  moindre  que  dans  le  cas  precedent,  el 
son  maximum,  relativement  a  6,  correspondra  a  un  angle 
plus  petit  que  4^  degr^s. 

24i8,  La  branche  descendante  de  la  trajectoire  est  inde- 
finie,  et  a  une  asymptote  verticale,  comme  nous  allons  le 
demontrer. 

On  pent  d'abord  conclure  de  Tequation  (9)  que  p  aug- 
mente  indefiniment.  Car  le  denominateur  du  second  mem- 
bre  est  compost  de  termes  positifs,  puisque  p  est  negatif ; 
il  ne  devient  done  nul  pour  aucune  valeur  de  p^  et  I'inte- 
rale  ne  pourrait  croitre  indefiniment  si  p  ^tait  limite*. 


it 
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d'ou  il  r^sulterait  que  le  temps  aurait  une  limite,  ce  qui 
est  absurde.  Ainsi>  la  tangente  a  la  trajectoire  tend  indefi- 
niment  a  deveuir  verticale. 

Si  main  tenant  on  pose  p  =■  —  g  pour  expliciter  le  signe, 
et  qu'on  suppose  que  q  soit  d^ja  devenu  tres-grand,  on 

pourra  remplacer  \Ji  -^q^  par  q^  et  negligery  etl.p  par 
rapport  a  q^  ce  qui  donnera 

X'     dq           .               h    dq 
da:=z i,       dy= ^^ 

integrant  a  partir  d'un  point  ayant  pour  coordonnees  x^ , 
y, ,  il  vieiit 

kUv  l\  k^       q 

X  — a:i  =  — I U      ji— 7  =  — 1.— , 

qi  designant  la  valeur  de  q^  au  point  dont  les  coordonnees 
sonto^i^j^i. 

La  seconde  de  ces  Equations  montre  que  la  valeur  nega- 
tive de^  augmente  sans  limite^  et  que^  par  consequent,  le 
point  descend  indefiniment.  La  premiere  appreuj  que  x  a 

pour  limite  Xi  4-  — »  et  que,  par  consequent,  la  courbe  a 

pour  asymptote  la  verticale  correspondante  a  cette  valeur 
de  X. 

Mais  comme  on  a  neglige  certains  termes,  cette  limite 
n*est  pas  precisement  Tabscisse  de  Fasymptote ;  et,  pour 
Tavoir^  il  faudrait  integrer  la  valeur  de  ^x  jusqu'a  pz=co  , 

Quant  a  la  valeur  finale  de  la  vitesse,  T^quation  (lo), 
dans  laquelle  rien  n'a  ite  negKge,  donne  k*  pour  limite  du 
second  membre,  a  mesure  que  p  augmente.  La  vitesse  dn 
mobile  tend  done  indefiniment  vers  celle  qui  rendrait  la 
resistance  ^gale  a  son  poids,  et  le  mouvement  s^approche 
de  plus  en  plus  dc  runiformite. 

249.  Examinons  maintenant  le  cas  ou  Tangle  de  projec- 
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tionO  est  tr^petit.  Le  point  ne  s'eleve  alors  qu'a  une  tr^- 

petite  hauteur  au*dessus  de  Taxe  des  x,  et  la  tangente  etant 

trts-peu  inclinee  sur  cet  axe,  on  pourra  negliger  p*,  et 

Ton  aura  ainsi 

^5  =  dlr ,     et    s  =  X, 

L'equation  (5)  se  r^duit  a 

-igx 

dx  a^  cos^  d 

d'ou  Ton  tire 

«~ e  *"    -f-C, 

et  comme  on  doit  avoir  en  m^me  temps  x  =  o^  p  =  tang0, 
il  en  resulte 

C  =  tang^ 


et,  par  suite, 

'        eijc  ^         2ii»cos'9  ^  ^ 

Integrant  et  observant  qu'on  doit  avoir  a  la  fois  x=Oy. 
j^  =  o,  il  vient 

e  '^     —  I/* 


r 

L^equation 


dt 


donne,  en  remplafant  s  par  x, 

acosO  ^rtcosO  ^ 

Si  Ton  connalt  des  points  par  lesquels  passe  le  mobile,  par 
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exemplc  celui  ou  il  rencontre  le  sol,  il  en  r^ultera,  entre 
les  constanles,  des  equaiions  qui  pourront  servir  a  les  de- 
lerminer. 

Du  mouvement  produil  par  une  force  dont  tes  compo- 
sanies  paralliles  aux  axes,  soni  les  dirivies  partielles 
d^une  meme  fonction  de  Xyjy  z, 

250.  Si  Ton  designe  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la 
force  mo  trice  qui  soUicite  un  point  materiel  dont  la  masse 
est  I'unite,  les  equations  generates  de  son  mouvement 
seront 


Si  Ton  ajoutc  ces  equations,  apres  avoir  multiplie  la  pre- 

dx     ^  -  dy 

-r- )  la  seconde  par  i  -7- 
dt  ^  dt 


mi^re  par  2  -7^)  la  seconde  par  a  -7-9  et  la  troisieme  par 


d- 
2  -7  )  il  vient 
dt 


(dxd^x  drd^Y  dz  d*  z\ 

dt    dr  dt   dr  dt  dt'  I 


^^--1-4:) 


2     X 


ct,  en  observant  que  Tequation 


( 

douue 


'^hm-m=- 


dx  d^ X  dyd*Y  dzd^z        d  ,v^ 

2 -i_  2  -X-  2 .^^  — — 

dt    dt""  dt   dt'  dtdt'  dt 

on  aura 


M  '4  =  '( 


^  dx       ^^dy        „  dz 
dl  dt  dt 


Et  commc  X,  Y,  Z  sont  les  derivees  partielles  d'uue  meme 
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fonction  F  (x,j^,  2),  on  aura 

t/o:  rfr  rfs        dF(a:,x,z) 

dt  dt  de  dt 

et  Fequation  precedente,  integree  entre  deux  liinites  quel- 
conques,  donuera 

(2)  P'  —  /•^  =  2F(x,j,  z)— 2F(fl,  ^,  c), 

a,  &,  c,  k  designant  les  coordonnees  du  point  et  sa  vitesse, 
a  la  premiere  limite. 

On  roit  done  que,  dans  le  cas  ou  X-dx-hYdy  4-  Zdz  est 
la  difFerenlielle  d'une  certaine  fonction  de  ^,y,  z  consi- 
derees  comme  variables  independantes,  si  un  point  mate- 
riel est  soumis  a  Taction  de  forces  dont  les  composantes 
totales  paralleles  aux  axes  soient  X,  Y,  Z,  Taccroissement 
du  carre  de  sa  vitesse,  en  passant  d^un  point  a  un  autre 
quelconque,  pourra  s'exprimer  au  moyen  des  coordonnees 
de  ces  deux  points,  quelles  que  soient  la  direction  et  la 
grandeur  de  sa  vitesse  au  premier  point,  quelque  temps 
qu'il  mette  pour  parvenir  au  second,  et  quelque  ligne  qu  il 
decrive  entre  les  deux. 

On  pent  dire  plus  generalement,  d'apris  Tequation  (2), 
que  si  le  mobile  part  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
dont  Fequation  serait  F(x,  j^,  z)  =  C,  avec  une  vitesse 
connue  k  dans  une  direction  arbitraire;  lorsqu'il  arri-. 
vera  en  un  point  de  la  surface  ayant  pour  equation 
F  (a?, y,  z)  =  C\  sa  vitesse  u  pent  etre  determinee  de 
graj^deur  d'apres  ces  seules  donnees,  et  independamment 
du  temps  employe,  d«  la  ligne  decrite,  et  du  nombre  de  fois 
que  ce  point  traverse  successivement  la  seconde  surface. 

L' equation  generale  de  ces  surfaces  remarquables  etant 
F  (x^  j^  z)  =C^  C  designant  une  constante  arbitraire,. 
elles  auront  la  m^me  equation  diflerentielle 

Xda;  -hy;d/-i-Zdz  =  a. 


5 
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Cette  equation  exprime  que  les  deux  direetions  dont  les 
angles  avec  les  axes  ont  des  cosinus  proportionnels  t*espec- 
tivement  a  X,  Y,  Z,  el  dx^  dy^  dz,  sont  perpendiculaires 
Tune  sur  I'autre.  D'ou  I'on  conclut  que  la  force  dont  les 
composantes  sont  X,  Y,  Z  est  normale  a  celle  de  ces  sur* 
faces  qui  passe  par  le  point  que  Ton  considire. 

Ainsi  les  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriety  que  nous 
avons  d^montr^,  sont  perpendiculaires  k  la  force  qui  sol- 
liciterait  le  mobile  plac^  en  un  quelconque  de  leurs  points  ^ 
de  sorte  quCj^  si  elles  etaient  resistanles,  ce  mobile  serai t  en 
^uilibre,  en  quelque  point  de  ces  surfaces  qu^il  flit  pose. 

On  leur  donne  le  nom  de  surfaces  de  niveau. 

Si  la  fonction  F  {oCy  y^  z)  ne  pent  se  r^uire  a  J  pour 
des  valeurs  reelles  et  iSniesde  x^  y,  z,  deux  surfaces  de  ni- 
veau ne  pourront  ^videmment  avoir  aucun  point  commun. 
Dans  le  cas  contraire,  comme  on  pent  le  voir  dans  un  M^- 
moire  de  M.  Bertrand,  le  point  materiel  n'aura  pas  tou- 
jours  la  m^me  vitesse  en  revenant  a  une  m^me  surface  de 
niveau;  il  faudra,  pour  cela,  qu^il  ait  travers^  un  nombre 
pair  de  fois  chacune  des  surfaces  de  niveau  par  lesquelles  il 
passera  avant  de  revenir  sur  celle  d'ou  il  etait  parti. 

251  •  Si  la  resultante  des  forces  qui  soUicitent  le  point 
etait  constamment  normale  a  la  ligne  qu'il  d^crit,  on  aurait 

XrfxH-Yrfj-f-Zrf2=:o; 

la  fonction  F  se  r^duirait  done  a  une  constante,  et  le  se- 
cond membre  de  T equation  (i)  serai t  nul;  d'ou  il  resulte 
que  Ton  aurait 

Ainsi,  comme  nous  I'avions  deja  vu,  la  vitesse  d'un point 
est  constante  lorsquela  force  qui  agit  sur  lui  est,  a  chaque 
instant,  normale  a  la  direction  de  son  mouvement. 

D'ou  il  resulte  qu'un  point  qui  se  meut,  sans  frottement, 
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sur  une  cQui*be  ou  une  surface  fixe,  et  qui  n'est  sollicite  par 
aucune  force  exterieure,  conserve  constamment  la  m^me 
vitesse. 

Si  la  resultante  est  uormale  a  la  trajectoire,  en  quelques 
points  seulement,  on  a,  en  ces  points, 

'X.dx-^Ydf -{-Zdz  =  Oy     ou     d.if^  =  o. 

Done,  en  general,  la  vitesse  du  mobile  j  sera  maximum  ou 
minimum. 

252.  Si,  outre  les  forces  normales  a  la  trajectoire,  ilen 
existe  d'autres  dans  des  directions  quelconques^  les  pre- 
mieres disparaitront  toujours  du  second  membre  de  Tequa- 
tion  (i)  ^  et  si  les  autres  sont  telles,  que  leurs  composantes 
totales  X,  Y,  Z  soient  les  derivees  partielles  d'une  fonctioh 
des  variables  x^j^  z,  eonsiderees  comme  independantes, 
on  parviendra  de  meme  a  I'equalion  (2). 

Ainsi,  la  proportion  precedente  a  lieu  pour  un  point 
assujetti  a  se  mouvoir  sur  une  courbe  ou  une  surface  fixe, 
et  sollicite  en  outre  par  des  forces  telles,  que 

Xdx-hYdj'\-Zdz 

soit  une  difKrentielle  exacte  par  rapport  a  a?,y,  2,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  un  frottement  ou  la  resistance 
d^un  milieu  ]  car  ces  forces  ne  seraient  m^me  pas  des  fonc* 
tions  donnees  de  x,  j,  z. 

253.  L'expression  ILdoc -hYdj -j^Zdz  est  une  diflTe- 
rentielle  exacte  toutes  les  fois  que  les  forces  qui  agissent 
sur  le  point  sont  dirig^es  vers  des  centres  fixes,  et  que  leurs 
intensit^s  ne  dependent  que  de  la  distance  du  point  a  ces 
divers  centres. 

En  efiet,  soient  a,  2>,  c  les  coordonnees  constantes  de  I'un 
quelconque  de  ces  centres  i,  x^  y^  z  les  coordonnees  varia- 
bles du  mobile,  r  leur  distance,  et  R  une  fonction  de  r  qui 
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«xprime  la  force  qui  agit  sur  le  point  donti^  suivant  la 
droite  qui  le  joint  au  centre  que  Yon  consid&re.  Lescom- 
.posantes  de  cette  force  seront 

■D  ^  —  -^        i>  ^  — J        n  ^  —  ' 
R »      R »      R —  5 

r  r  r 

si  elle  est  attractive  :  il  suffirait  de  les  changer  de  signe  si 
la  force  etait  repulsive ;  ce  que  Ton  pourrait  effectuer  en 
changeant  seulcment  R  de  signe.  Les  termes  qui  provien- 
drontde  cette  force  dans  I'expression  ILdx^Y dy-\-Zidz 
seront  done,  dans  le  premier  cas , 

Or  on  a 

d'ou 

(a  —  x)  dx -h  [b  —x)  <(r  -h  (c  —  %)dz  =  —  rdr, 

ce  qui  reduit  Texpression  precedente  a  —  R<ir.  Elle  de- 
vrait  etre  changee  en  -f-R^r  dans  le  cas  d'une  force  re- 
pulsive. 

Si  Ton  fait  le  m^me  calcul  pour  les  forces  R',  R'',  etc., 
relatives  auxautres  centres  fixes,  on  trouvera 

cequi  est  unedifferentielle  exacle  relativement  aux  varia- 
bles independantes  x^y^  z^  puisque  R  est  une  fonction  de  r, 
R'der',  etc. 
On  aura  done 


''"05' 0  5  ®'^-»  ^^^^^  les  valeurs  de  /',  r',  etc.,  correspon- 
dantes  a  la  premiere  position.  D'ou  Ton  voit  que  I'accrois* 
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semen t  dti.  carre  de  la  vitesse  est  egal  a  la  somme  des  ac- 
croissements  qui  auraient  lieu  si  chacune  des  forces  agissait 
seule  sur  le  mobile,  pendant  qu'il  passe  de  Tune  des  posi* 
tions  a  r autre. 

254.  Si  le  point  elait  sollicite  par  une  force  constamment 
perpendiculaire  a  un  plan  fixe,  el  dependant  uniquemeni 
de  la  distance  a  ce  plan,  les  m^mes  consequences  auraient 
lieu  parce  que  ce  n'est,  a  proprement  parler,  que  le  cas  par- 
ticulier  ou  Tun  des  centres  se  serai t  transporte  a  finfini, 
dans  une  direction  determinee.  Mais  il  est  bon  de  faire  di- 
rectement  le  calcul  qui  s'y  rapporte. 

L'equation  d'un  plan  quelconque  pent  se  metlre  sous  la 

forme 

X  cos  a  -+-  /  cos  6  -h  z  cos  7  —  /?  nr  o , 

a,  6,  y  etant  les  angles  formes  avec  les  axes  par  la  direction 
de  la  perpendiculaire  abaissee  de  I'origine  sur  le  plan,  exp 
la  longueur  de  cette  perpendiculaire.  Soitu  la  perpendicu- 
laire abaissee  sur  ce  plan,  du  point  dont  les  coordonnee& 
sont  a:,  y,  Zy  on  aura 

tt  =  jTCOsa -HjcosS-f- zcosy — p. 
Les  composantes  de  la  force  U  qui  agit  sur  ce  point  seront 

Ucosa,  UcosS,  UCOS7,     on     — Ucosa,  — UcosS,    — UCOS7. 

Les  ternies  que  celte  force  introduira  dans  I'expression 
ILdx  -t- Y</y-f-Z<^2  seront,  dans  le  premier  cas, 

U  (£/,r cosa  -h  dy  cosS  H-  dz  COS7 ) ,      ou     \^du\ 

et,  dans  le  second,  -^  U^i* :  ils  forment  done  toujours  une 
differentielle  exacte  d'une  fonction  de  x,  y^  z,  puisque  U 
n'esl  fonction  que  de  u  seulemenl. 

Si  la  force  etait  toujours  dirigee  vers  le  plan,  elle  cban- 
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geraitdesenslorsque  le  point  changerait  de  c6t^  pat  rap- 
port a  ce  plan ;  les  cosinus  de  a,  S,  y  changeraient  alors  de 
signes,  et  il  faudrait  j  avoir  ^gard.  II  faut  encore  observer 
que  la  valeur  de  u  est  positive  qus^nd  le  point  n'est  pas  du 
m^me  c6te  que  Torigine,  et  negative  quand  il  est  du  m^me 
c6te,  de  sorte  que  les  accroissements  de  u  sont  toujours  po- 
sitifs  dans  le  m^me  sens. 

Quand  il  s*agira  dela  pesanteur,  et  que  les  espaces  par- 
courus  seront  tres-petits  par  rapport  au  rayon  de  la  terre, 
la  force  pent  ^tre  consideree  comme  perpendiculaire  a  an 
plan  horizontal;  mais  elle  est  constante  de  grandeur  et  de 
direction,  de  quelque  c6te  que  soit  situ^  le  point  par  rap- 
port a  ce  plan.  Eu  le  prenant  pour  plan  des  x  ety,  et  pre- 
nant  Taxe  des  z  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  on  a 

X  =  o,     T  =  o,     Z= — gm. 

L 'Equation  (i)  devient 

d.u^  dz 


=  -2^3:' 


di  *•  dt 

d'ou 

en  designant  par  h  la  valeur  de  z  correspondante  a  la 
vitesse  h,  I^es  surfaces,  dont  Fequation  generale  ^tait 
F  j(x,  y^  z)  =  0,  sont  ici  des  plans  horizontaux;  et  I'ou 
voit  qu'un  point  materiel  libre,  ou  assujetti  a  se  mouvoir 
»ir  une  courbe  ou  une  surface  fixe,  et  qui  part  d'un  point 
quelconque  d'un  plan  horizontal  dontie,  avec  une  certaine 
vitesse,  parviendra  a  un  plan  horizontal  quelconque  avec 
une  vitesse  qui  ne  d^pendra  nuUement  de  la  courbe  qu'il 
aura  suivie  pour  y  arriver,  mais  seulement  de  la  distance 
de  son  point  de  depart  a  ce  plan. 


i 
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CHAPITRE  VI. 

MOUVEMENT  DUN  POINT  SUR  UNE  GOURBE  FIXE. 


255.  Gonsiderons  maintenant  un  point  mobile  qui  ne  soil 
pas  enti^rement  libre,  mais  cpii  soit  assujetti  a  rester  sur 
unc  courbe  fixe  donn<$e,  dont  les  equations  soient 

F(*>r>2)=ro,     F.(ar,j^,  z)  =  o. 

Supposons  que  le  point  n^eprouve  aucun  frottement  sur 
cette  courbe,  et  que,  par  consequent,  Taction  qu'elle  exerce 
se  trouve  comprise  dans  le  plan  normal.  Soient  N  la  force 
normale  inconnue  produite  sur  Funite  de  masse  par  la  re- 
sistance de  la  courbe,  et  i,  fx,  v  les  angles  qu'elle  fait  avec 
les  axes  ^  le  seul  effel  de  la  courbe  sur  le  point  etant  de  pro- 
duire  cette  force,  on  pent  faire  abstraction  de  la  courbe  si 
Ton  introduit  cette  force;  en  la  reunissant  a  celles  qui  sont 
donn^es,  le  point  pourra  done  etre  considere  comme  libre, 
et  les  Equations  generales  de  son  mouvement  seront,  en 
designantpar  X,  Y^  Z  les  composantes  de  la  force  acc^le- 
ra  trice , 

d^x  •  d^r  d^z 

— =:X-+-Ncosl,    ^  =  T  +  Ncosfx,    ^=:ZH-Ncosv. 

La  direction  d^termin^e  par  les  angles  ^,  /:x,  v  etant  per- 
pendiculaire  ^  la  tangente,  on  aura 

dx  cos>  -f-  dy  cos;* -f-  ^focosv  =  o, 

et,  de  plus, 

cos'  >  -i-  cos'  fA  -h  cos' V  =  I . 

L  17 
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On  a  done  sept  equations  entre  les  huit  quantit^s  x^  y^  z^ 
X,  fji,  V,  N,  ^;  et  il  sera  toujours  possible  d'exprimer  les 
sept  premieres  en  fonction  de  t.  Quand  on  y  sera  parvenu, 
tout  ce  qui  se  rapporte  au  raouvement  du  point  sera  de- 


termine. 


Lorsque  Ton  a 

X</^-h  Yrfj-H Zdi  =  rf.y  (x, ^,  z), 

les  Equations  precedentes  donnent 

dxd}x  -4-  dyd  ^y  -{-dzd '  z 


•    i  / 


dt* 
et,  en  integrant, 

da^^dy^-^dz^ 
dp 


=<f.y(x, /,  j). 


=  2  ^  (ar,  7,  z)  -H  C  =  P*. 


La  constante  C  se  determinera  par  la  valeur  de  la  vitesse  u 
au  point' de  depart.  D^ailleurs,  les  equations  de  la  courbe, 
resolues  par  rapport  a  x  eij,  donneront 

L'equation  precedente  deviendra  done 

^  {'  +  [/'(*)?+ [/.W?!  =  2?[/(»)./W.0-HC; 
d'ou 

dt=dz'^{z), 

tp(z)  d^signant  une  fonction  connue  de  z^  on  tirera  de  la 

t=fdz^[z)-i-C\ 

C  etant  determine  par  la  valeur  initiale  de  z.  On  connaitra 
done  ainsi  z  en  fonction  de  t,  et,  par  suite,  a:  et  j^  le  se- 
ront  d'apres  les  equations  de  la  courbe. 


Aiusi,  dans  le  cas  ou  Xilx  +  Ydj  ~h  Zdf  est  uoe  diffe- 
rentielle  exacte,  le  probleme  est  ramene  aux  quadratures. 

256.  Pression  eXercee  sur  la  cowrbe,  —  Designons  par  T 
la  composante  tangentielle  de  la  force  appliquee  a  Funit^ 
de  masse  du  mobile;  par  Q  sa  composante  normale.  Le 
point  pouvant  ^tre  consid^re  comme  libre,  apr^s  I'intro- 

duction  de  la  force  N  produite  par  la  courbe,  --  ou  -rv 

sera  egal  a  T ;  et  une  force  ^gale  a  -  j  dirig^e  vers  le  centre 

de  courbure,  ou  la  force  centrip&te,  sera  la  resultante  des 
deux  forces  normales  Q  et  N.  Done  N,  ou  la  force  pro- 
duite par  la  courbe,  sera  la  resultante  de  la' force  centripete 
et  d'une  force  egale  et  contraire  a  Q.  Et  par  consequent  la 
force  egale  et  contraire,  ou  la  pression  exercee  sur  la 
courbe,  et  detruite  par  elle,  est  la  resultante  de  la  force  Q 
et  de  la  force  centrifuge.  Elle  sereduirait  a  la  force  centri- 
fuge si  la  force  Q  etait  nulle. 

Toutes  ces  forces,  que  nous  avons  supposees  rapportees 
a  Funite  de  masse,  se  rapporteraient  a  la  masse  m,  en  les 
multipliant  par  m. 

Application  an  cas  d'un  point  maliriel  pesant, 

257.  Soient 

x  =  F(3),      y=Az), 

les  equations  de  la  courbe  fixe  sur  laquelle  doit  se  mouvoir 
un  point  materiel  soumis  a  Taction  seule  de  la  pesanteur. 
D^ignons  par  N  la  force  normale  que  produit  a  chaque 
instant  la  resistance  de  la  courbe,  rapport^e  a  Funit^  de 
masse:  par  A,  fx,  v  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  les 
axes,  et  supposons  I'axe  des  z  vertical  et  en  sens  contraire 

37. 


4aO  LIVRB   II. 

de  la  pesanteur.  Les  ^uations  da  mouvement  du  point 
seront 

d^x  d^Y  d*z 

— --=:NcosX,     ---f  =  Ncosf*,     3--  =  — ^-4-Ncosv. 

rfi»  dt*  dt* 

Si  Ton  multiplie  la  premiere  par  adxy  la  seconde  par  a  4^, 
la  troisieme  par  a  dz^  et  qu'on  les  ajoute^  il  vient 

La  constante  C  se  determinera  d'apris  la  valeur  k  de  la 
^tesse,  pour  r  =  A,  et  Ton  aura 

Si  Fon  remplace  i^*  par  sa  valeur 

dx^-^dy^-hdz* 


—fi ' 


Ott 


~|i+[F'(z)y-h[/'(3)PJ, 


il  vient,  en  r^solvant  par  rapport  a  t^  et  supposant  que  le 

dz 
dt 


dz      ,       ,      ^ 
point  descends,  et  que  par  consequent  ~  soit  negatif. 


De  cette  ^nation  on  tirera  t  en  fonction  de  z ;  si  Ton  peut 
la  resoudre  par  rapport  a  z,  on  aura,  pour  chaque  valeur 
de  f,  la  valeur  de  z^  et,  par  suite,  de  a:  et  ^^5  le  probleme 
sera  done  completement  resolu.  Mais  lors  m^me  que  Ton 
ne  pourrait  integrer  Texpression  precedente,  on  connaitrait 
la  vitesse  en  chaque  pointy  par  suite  la  force  centrifuge,  et 
enfin  la  pressioa  exerc^e  sur  la  courbe,  qui  est  la  resiil- 


J 


N> 
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tante  de  la  force  centrifuge  et  de  la  composante  normale  de 
la  pesanteur. 

On  remarquera  que  si  s  reste  la  m&me  fonction  de  z^ 
quoique  la  courbe  change,  ds^  ^  et  oar  suite  i^',  est  ex- 
prime  par  la  m^me  fonction  dez,  et  le  mouvement  sur  la 
courbe  est  le  m^me.  Ainsi,  en  enveloppant  sur  un  cylindre 
vertical  quelconque  te  cylindre  projetant  d'une  courbe,  le 
point  pesant  passera,  aux  m^mes  epoques^  par  les  points 
correspondants. 

258.  Effectuons  ces  calculs  dans  le  cas  oik  la  courbe 
donnee  est  un  cercle  yertical.  Prenons  Taxe  des  x  dans  ce 
plan  et  tangent  an  point  le  plus  bas  du  cercle,  il  en  r^sul* 
tera,  pour  les  equations  de  cette  courbe, 

^  =  0,       x'-j-*' — nazz^Oy, 

a  etant  son  rayon.  On  en  tirera 

et  i'equation 

•»* — Jt*  =  2gr(A  —  z) 

devient 


laz  —  z^  dt 
d'ou  Ton  tire 


dcadz 
</#  = 


.  •. 


^7.az  —  z^  ^k^-\^2gh —  2^« 

on^  prendra  le  signe  —  quand  le  point  descendra,  et  le 
signe  +  quand  il  montera. 

Le  carr^  de  la  yitesse  ayant  pour  expression 

I 
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sera  maximum  pour  r  =  o,  c'estra-dire  au  point  le  plus 
bas,  et  cette  valeur  sera 

La  Tisesse  deriendra  nolle  quand  on  aura 

pourvu  que  Ton  ait 

k  -{ <l2«; 

car  z  ne  peut  surpasser  le  diametre  da  cercle.  Dans  cetle 
hypothise,  le  point  parvenu  k  cette  hauteur  redescendra, 
sa  yitesse  deviendra  nulle  de  Tautre  c6te  pour  la  m&me 
valeur  de  Zj  et  ce  mouvement  d'oscillation  se  continuera 
indefiniment.  Si,  au  eontraire,  on  a 

AH >a«, 

la  vitesse  sera  minimum  au  point  le  plus  ilewi  du  cercle, 
mais  elle  p'y  sera  pas  nulle,  et  le  mouvement  aura  lieu 
constamment  dans  le  m^me  sens. 
Enfin,  si  Ton  a 

Ah =  ae, 

la  vitesse  serait  nulle  au  point  le  plus  elev^,  et  le  mobile  j 
resterait  en  &|uilibre,  s'il  pouvait  j  parvenir  ^  mais  nous 
allons  voir  que  cette  position  est  une  limite  vers  laquelle  il 
tend  sans  pouvoir  Tatteindre  jamais.  Ce  cas  est  le  seul  ou 
rint<^gration  puisse  s'efiectuer  sous  forme  finie^  on  a  alors 

dt=2±: 


On  pourrait  integrer  cette  expression  en  la  rendant  ration-* 
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Delle  par  les  methodes  ordinaires^  mais  ou  peut  y  parvenir 

plus  simplement  en  observant  que  — p  est  la  differentielie 


de  \/zj  et  que  la  fraction peut  6tre  decomposee  de 

la  mani&re  suivante  : 


2«  —  z 


On  aura  ainsi,  pour  le  mouvement  descendant, 

dz  dz 


1       Ja 


7.sfz  2  ^Z 

~  H — :=r— — =   Ji 


\fla  -^sjz       ^2  a  —  ^z 
d'ou  Ton  tire 

La  constante  se  d^terminera  par  la  condition  que  Ton  ait 
en  m^me  temps  t  =  o,  z  =  A,  et  il  en  r^sultera 

^\  g     V^— V^       \g     v^2^i  — v^ 
Lor sque-le  mobile  arrive  au  point  le  plus  bas,  on  a 


_  1       /a^y^a'i'Sfh 


)[2a —  sjli 

dz 
A  partir  de  cet  instant,  y  etant  positif,  on  doit  chan- 
ger de  signe  la  premiere  partie  de  la  valeur  de  ?,  ce  qui 
donne 

I      /a  ,    \f2Q  -+•  i/z        I      fa  .   V^4-  sfh 
^\  g     V^fl  — v^z       ^\  g     \/2fl  — y/A 


4^4  LIT&B   II. 

A  mesure  que  t  aogmente,  z  augmente  necessairement, 
mais  il  est  toujours  plus  petit  que  aa^  et  Ton  trouverait 
t  =  00  si  Ton  faisait  2  =  20.  Le  mobile  n'arrive  doDc 
jamais  au  point  le  plus  ^leve  du  cercle,  mais  il  s'en  ap- 
proche  indefiniment. 

259.  Consid^rons  maintenant  le  cas  ou  le  mobile  oscille 
de  part  et  d'auire  du  point  le  plus  bas  du  cercle.  Nous 
pouYons  supposer  nulle  la  vitesse  initiale  \  car  cela  revient 
a  prendre  pour  point  de  depart  un  point  plus  eleve  du 
cercle.  On  aura  alors,  pendant  que  le  mobile  descend, 

-^—    "  _   ^ ,     -  \/^  ^    (-    ']' 

et  comme  —  est  plus  petit  que  1' unite,  on  peut  developper 
le  dernier  facteur  de  la  maniere  suivante  : 


.5. . .  (2/1  —  i)  /  2  V 

.4.6. ..2/Z  \2II/ 


Or  on  a,  d*apr^s  une  formule  donn^e  dans  le  calcul  in-* 
tegral, 


^hz  — «» "^  ^  ^        J  sjhz'-'i^ 

et,  par  consequent,  on  pourra  integrer,  entre  des  limites 
queiconques,  autant  de  termes  que  Ton  voudra  de  la  serie 
qui  exprime  la  valeur  de  dt. 

Bornons-nous  a  calculer  le  temps  que  met  le  mobile  ^ 
arriver  au  point  le  plus  bas,  et  qui  est  le  m^me  que  celui 
qu'il  mettrait  a  remonter  a  la  bauteur  &  ou  se  termine 
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I'ostcillation,  puisque  ces  iniervalles  sont  exprimes  par  la 
m^me  integrale  prise  entre  les  m^mes  limites  o  elh. 

La  formule  de  reduction  que  nous  venons  de  rappeler 
devient 

I  .     ■■  par  A„, 

_f2/i  — i)A 

i%ii  -»-  ——————  ^l-n^i . 

Cette  formule   conduit  a  la  suivante,  en  observant  que 

Aq  =  7r, 

1 .3^.5.  .  .  (an  —  i)  , 

A„  = yr-^ i  A"flr. 

2.4*0.  .  .2/1 

Cela  pose,  pour  la  demi -oscillation  descendante,  les  limites 
des  integrales  sont  dans  I'ordre  inverse  de  celui  que  nous 
venons  de  prendre^  il  faudra  done  changer  le  signe  du 
second  membre  de  I'equation  qui  donne  dt^  si  Ton  veut 
faire  usage  de  la  formule  que  nous  venons  de  trouver  pour 
les  integrales  qui  composent  la  valeur  de  t.  Si  done  on 
designe  par  T  la  dur^e  die  Toscillation  entiere,  on  aura 
tfabord 

2  \2«/ 

1 .3. . .  (2/?—  1)  /  1  \^- 

OU 

~   Vs-j    ,  ri.3...(27/-i)T/7«  y 

{  L        2.4.  ••2/1         J-\2«/ 


=v/^ 


A«-f--(  —  I  A,-h.  ... 
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Cette  serie  sera  tres-convcrgente  si  —  est  lr4s-petit,  et 

Ton  calculera  facilement  Terreur  cominise  en  s'arr^taiit  a 
un  terme  quelconque.  Si  Tangle  au  centre  a  a,  qui  mesure 
I'amplitude  des  oscillations,  ue  se  compose  que  d'un  petit 
nombre  de  degres,  on  peut  le  plus  ordinairement  sc  bor- 
uer  au  premier  terme  ^  et  Ton  a 


='^V 


ceite  dur^e  est  independante  de  la  hauteur  h.  Si  Ton  prend 
les  deux  premiers,  la  dur^e  dependra  de  /i,  et  l^on  aura 


T=Vih^) 


Le  rapport  -  etant  le  sinus-verse  de  Tangle  a,  on  a 

h  .  -  , 

-  =s  I  —  ^jos  a  =:  a  $in'  T  «• 
a 

Ainsi,  cette  demiere  valeur  de  T  n^est  en  erreur  que  d'une 
quantity  du  quatrieme  ordre  par  rapport  a  Tangle  a\  la 
prec^dente  ^tait  en  erreur  d'une  quantite  du  second  ordre* 

260.  Le  moyen  que  Ton  emploie  pour  realiser  ce  mou- 
vement,  consiste  a  suspendre  un  poids  a  un  fil  tr^s-delie 
et  d'une  longueur  invariable,  dont  une  extremite  est  fixe. 
Si  ce  fil  inextensible  etait  depourvu  de  toute  masse,  et  que 
le  mobile  fut  reduit  a  nn  seul  point,  on  aurait  ce  que  Ton 
appelle  un  pendule  simple,  Mais  il  est  beaucoup  plus  avan- 
tageux  d'employer  un  appareil  solide  au  lieu  d^un  fil,  et  le 
mouvement  de  ce  pendule  compose  ne  peut  plus  6tre  cal- 
cule  par  la  th^orie  precedente.  Dans  ce  dernier  cas,  on 
appelle  longueur  du  pendule,  celle  du  pendule  simple  qui 
aurait  ses  oscillations  de  meme  duree.  Au  moyen  d^une 


DYNAMfQUE.  4^7 

formule  que  nous  demontrerons  plus  tard,  on  peut  deter- 
miner ceite  longueur  d'apris  la  forme  du  corps  oscillant; 
et  la  duree  de  I'oscillation  sera  dounee  par  la  formule 


dans  laquelle  a  repr^sente  la  longueur  connue  de  ce  pen-, 
dule.  Si  Ton  designe  par  n  le  nombre  des  oscillations  qui 
auront  lieu  dans  un  temps  d,  on  aura 

/a  ir^  n^a 

©=:/2T,      d'oil      0=:/i7rt/-'»      et     g  =2    ■■■  ■    » 

equation  qui  fera  connaitre  la  valenr  de  la  pesanteur.  C'est 
ainsi  que,  d'apres  les  experiences  failes  a  TObservatoire  de 
Pari»,  on  a  trouve 

g  z=:  9,80896. 

En  faisant  des  experiences  semblables  en  diff^rents  lieux 
de  la  terre,  on  d^terminera  la  loi  suivant  laquelle  varie  la 
pesanteur. 

261 .  On  peut  encore  determiner  le  mouvement  du  pen- 
dule  au  moyen  dc  la  formule  qui  donne  I'expression  de  la 
force  tangentielle.  Soient  OB  (fig*  60)  le  rayon  vertical  du 
cercle  sur  lequel  se  iaeut  le  point  pesant,  A  la  position 
d'ou  il  p^rt  avec  la  vitesse  A,  et  M  sa  position  apr^s  le 
temps  t.  Faisons 

OB=z/,     BOA  =5  a,     BOM  =  0,     AM  =  j. 

La  composante  tangentielle  de  la  force  acceleratrice  est  cx- 
primee  generalement  par  ^  en  grandeur  et  en  signe,  le 

signc  -f-  se  rapportant  au  cas  ou  elle  est  dirig^e  du  c6te 
ou  5  crolt,  etle  signc  — ,  au  sens  contraire.  Si  Ton  consi-^ 
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dire  9  comme  n^atif  quaud  le  rayon  OM  passe  de  Tautre 
c6t^  de  la  verticale,  od  aura  gdn^ralement 

^  ^^      dt  dt        dt'  dt^ 

La  composante  tangentielle  de  la  pesanteur  ^tant  d^ailleurs 
^ainO^on  trouvera,  en  T^galant  a  rexpression.precedente, 

d^=-J  «^"^^' 

d'oii,  en  multipliant  par  ndQ  et  int^rant, 


( 


—  J   ==  2  2L  COS  ©  4-  C. 


dt  I  I 

La  constante  C  se  determinera  par  la  condition  que  I'on 

dl 


ait  en  m&me  temps  0  =  a,  —  /  —  =  Xr,  ce  qui  donne 


j5.  =  2  2.cosa-4.C, 


et^  par  suite, 


( 


57  j  =j7-+--^(cosO  — cosa). 


On  tirera  de  la,  en  observant  que  d'B  est  de  signe  contraire 
a  £&  tant  que  le  mouvement  reste  dans  le  m^me  sens, 


—  IdB 
dt:=^ 


^k^-h  agl(cosB  —  cos  a) 


On  rentrerait  dans  le  calcul  precedent  en  exprimant  9  au^ 
moyen  de  I'ordonn^e  du  cercle  comptee  a  partirUu  point  B. 
Si  Ton  suppose  que  les  angles  a  et  0  soient  assez  petits 
pour  quon  puisse  n^liger  leurs  quatriemes  puissances,  et 
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que,  de  plus,  la  vitesse  initiale  soil  nulle,  la  formule  pre- 
c^dente  se  simplifie  beaucoup,  et  devient 


6= 
d'ou 


=\/^ 


e 

•  arc  cos  -  • 
a 


II  nV  a  pas  de  constante  a  ajouter,  parce  que  Ton  doit  avoi  r 
a  la  fois  f  ==o,  0  =  a. 

La  vitesse  devient  nulle  lorsque  6  =  —  a.  II  en  resulte 


=Vi- 


Telle  est  la  duree  de  roscillation.  Le  mouvement  recom- 
mence ensuite  en  sens  contraire  d*une  mani&re  identique; 
le  point  revieat  en  A  avee  une  vitesse  nulle,  apres  le  m6me 

inlervalle de  temps tt  l/- :  il  se  trouve alors dans les m^mes 

circonstances  qu^au  commencement,  et  cette  double  oscil- 
lation se  reproduitindefinimcut,  si  Ton  fait  abstraction  de 
loutes  les  resistances  exterieures. 

862.  Dans  tout  ce  qui  precede,  nous  avons  pu  faire 
abstraction  de  la  resistance  de  Fair.  Cette  action  modifie 
tres-peu  les  resultats  et  n'exige  que  de  tr&s-petites  correc- 
tions dans  les  formules.  Nous  n*entrerons  ici  dans  aucun 
detail  sur  ce  sujet,  et  nous  nous  contenterons  de  montrer 
comment  une  resistance  quelconque  modifierait  les  equa- 
tions generales  du  mouvement  d^un  point  sur  une  courbe. 

Soil  F  (t^)  une  fohction  donnee  quelconque  de  la  vitesse 
du  mobile,  qui  exprime  la  resistance  produite  par  un  mi- 
lieu Qu'  uu  frottement.  Les  equations  du  mouvement  du 
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point  materiel  pesaiit  seront 


-  =  Hcosl-F(");7-. 


Sf-«-^-'w^' 


d.-'  =  —  3gdx  —  iiF{v)tli. 

Or,  au  moyen  des  equations  de  )a  courbe,  od  peut  expri- 
mer  ils  au  moycn  de  z  et  dz;  v  s'exprimera  de  m^me  en 
fonction  de  z,  dz  et  dt :  de  sorte  que  Ton  aura  une  ^uation 
difTerentielle  eutre  z  et  1  seulcment.  Si  on  pent  Vint^rer, 
onconuaitra  z,  x,y  en  fonction  de  t,  et  lemouveinent  sera 
compUtenient  d^tevmin^. 

L'^quatiou  pr^c^ente  doane,  en  rint^ant, 


=  ^g{k-z)- 


^j\-)'i'; 


d'oii  Ton  voit   que  Tintegrale  a  /     T[v)ds  exprime  la 

perl«  eprouvfe  dans  Ic  carre  de  la  vittsse  par  la  vesisu^ice 
representee  par  F(f}. 

263.  Mouvement  sur  la  cychide.  —  Si  Ton  prend  pour 
axe  des  x  la  tangcnic  au  soinmet,  et  pour  axe  des  z  la  pcr- 
pendiculaire  k  la  base,  I'^uation  Jifr^rentidle  de  la  cy- 
cloi'de  est 


)  ^nt  le  rayon  du  cercle  generaieur.  Supposon)  que  le 
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plan  de  cetle  courbe  soit  vertical  ei  que  I'axe  des  z  soit 
dans  la  direction  contraire  a  celle  de  la  pesantenr.  On  aura 
Tequation,  trouvee  precedemment  dans  le  cas  d'une  courbe 
quelconqne, 

t>2  /2=  2g{h  .3) 

ou 

On  pent  supposer  A:  nul,  en  elevant  convenableinent  le 
point  de  depart  sur  la  cycloide,  pourvu  que  I'onn'aitpas 
^'H-  a  gh"^ 4s^\  et  e'est  ce  que  nous  supposerons.  On  a 
done  r equation  aussi  generale 

Or,  d'apres  Tequation  de  la  cycloide,  on  a 

done 

V  S    sihz  —  2* 

on  prendra  le  signe  —  quandle  mobile  descendra,  et  Ic 
signe  -H  quand  il  montera. 

On  trouve  en  integrant,  dans  le  cas  du  mouvement  des- 
cendant, '       , 

2.Z —  h 


-s/l 


•  arc  cos 


La  constante  est  nulle,  parce  qu'on  doit  avoir  a  la  fois 
^  ==  o,  2  ==  A  ^  si  Ton  fait  z  =  o,  on  trouve 
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Ainsi)  de  quelque  point  que  le  mobile  parte,  il  arrivera 
au  point  le  plus  bas  de  la  cycloide  dans  le  m^me  temps ; 
e'est  ce  qui  a  fait  donner  a  cette  courbe  le  nom  de  tauto^ 
chrone.  Si  Ton  int^gre  la  yaleur  de  dt  a  partir  du  point  le 
plus  bas,  dans  un  sens  ou  dans  Tautre,  on  aura  des  ele- 
ments egaux ;  ce  qui  montre  qu*a  des  intervalles  de  temps 
egaux,  a  partir  de  cet  instant,  la  position  du  mobile  cor- 
respond a  des  valeurs  egales  de  z,  II  remontera  done  a  la 
hauteur  A,  ou  sa  yitesse  sera  nulle,  dans  le  m^me  temps 
qu^il  a  mis  a  descendre,  et  la  duree  de  Foscillation  sera 


IT  i/-        OU        «  i/-^— • 


t 

Or,  4a  est  le  rayon  de  courbure  de  la  cycloide  au  point  le 
plus  bas.  La  dur^e  de  Foscillation  sur  la  cycloide,  quelle 
que  soit  son  amplitude,  est  done  la  meme  qu^elle  serait  sur 
le  cercte  osculateur  au  point  le  plus  bas,  mais  pour  des 
^.fc  amplitudes  infiniment  petites. 

264.  Si  maintenant  on  considere  une  courbe  quelconque 
dont  le  plan  osculateur  aii  point  le  plus  bas  soit  vertical,  on 
pourra  la  considerer  dans  une  etendue  infiniment  petite  de 
part  et  d'autre  de  ce  point,  comme  se  confoudant  avec  le 
cercle  osculateur,  et  la  duree  de  Foscillation  sur  cette 

coflrbe  sera  ir i/-,  a  ^tant  le  rayon  du  cercle,  el  F ampli- 
tude etant  supposee  infiniment  petite. 

Si  le  plan  osculateur  faisait  avec  la  verticale  un  angle  a, 
la  pesanteur  pourrait  se  decomposer  en  deux  forces  :  Fune 
normale  au  plan  et  detruite  par  sa  resistance  ]  Fautre  dans 
le  plan  et  parallele  a  la  projection  d^une  verticale  sur  ce 
plan.  Cette  d^rniere  sera  egale  kgcosoCj  et,  par  consequent. 


la  duree  de  Foscillation  sera  ttI/ Elle  est  done  la 

cos« 


\  gco. 
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meme  que  sup  une  courbe  dont  le  plan  sierait  yenical  ot 

dont  le  rayon  de  courbure  seraii >  ou  aurait  pour  pro- 

•^  cos*  *         *^ 

jection  sur  celui  de  la  courbe  donuee,  celui  de  cette  courbe 

m&me.  Elle  sera  done  enfia  la  meme  que  sur  la  courbe 

situ^  dans  un  plan  vertical  passant  par  la  tangente  au 

point  le  plus  bas  de  la  courbe  donnee,  et  qui  serai t  la  pro^ 

jection  de  cette  courbe  sur  ce  plan  vertical. 

265.  Cherchons  main  tenant  si  la  cycloide  est  la  seule 
courbe  tautochrone^  quand  on  fait  abstraction  de  toute 
resistance. 

Prenons  pour  origine  le  point  ou  le  mobile  doit  parve^ 
nir  dans  un  temps  constant,  quel  que  soit  le  point  de  la 
courbe  d'oii  il  parte  sans  vitesse.  Nous  considererons  I'e- 
quation  de  la  courbe  entre  5  et  z  seulement;  car  Tequation 

v^=:2gr(*— «),      ou     —  =  25^(^  —  2), 

ne  renfermant  que  5,  z  et  if,  il  s'ensuit  que,  pourvu  qu'on 
ait  la  ra^me  relation  entre  s  et  z,  on  en  tirera  toujours  la 
m&me  valeur  de  t  en  fonction  de  2.  De  sorte  que,  si  Ton 
con^oit  le  cylindre  qui  projette  une  courbe  sur  un  plan 
Horizontal,  un  point  materiel  pesant  mettra  le  m6me  temps 
a  parvenir  d'un  point  a  un  autre  de  cette  courbe,  soit  qu'on 
developpe  ce  cylindre,  soit  qu'on  Tenroule  sur  tout  autre 
cylindre  ay  ant  ses  aretes  verticales. 

II  ne  Skagit  done  ici  que  de  determiner  s  en  fonction  de 
j;,  et  nous  ne  considererons  que  les  courbes  qui  peuvent 
donner  pour  s  un  developpement  procedant  suivant'les 
puissances  de  z^  Con^me  on  doit  avoir  a  la  fois  2  ==  o  et 
^  =  o,  il  ne  saurait  y  avoir  d'exposant  negatif,  ni  de  termc 
independant  de  z.  Soit  done 

I.  28 
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«9  S)  ^9  o^Co  eUnt  des  nombres  posilifa  queloonque*,  et 
A,  B,  C,  etc.,  des  quantites  entiirement  ind^terminees. 
Soil  hie  z  du  point  de depart,  on  aura 


T  d^gnant  le  temps  employ^  poar  parvenir  a  Torigine,  et 
qui  doit  6tre  ind^pendant  de  h. 

Substituant  a  d!f  sa  valeur  tir^  de  la  s^rie,  il  yient 


'*-«  — i^-  /»* -6 — i^ 


Soit 

a=:Az',     d'oii     dz=:htU'; 

les  li mites  de  xf  seront  o  et  i,  et  Ton  anra 

1     VA-«  Jo      V^-*'' 

et  ainsi  des  aatres.  En  posant 

il  en  r^sultera 

«c—  '  6—* 

Or,  pour  que  ce  resuhat  soit  independant  de  h  et  ne  soit 
pas  zero,  il  faut  que  tous  les  termes  disparaissent,  eiccepte 
un,  dans  lequel  Te^posant  de  h  sera  z^ro.  Done  la  s^riequi 
donne  s  sc  r^uit  a  un  seul  terme,  et  Texposant  de  z  j  est 
egal  a  7  ^  on  a  done 

s  =  Az*y*ou     ^  =  A'x. 
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Or,  cette  relation  enlre  s  ei  z  ne  couvient  <ju'a  uue 
cycloi'de,  dont  le  sommet  est  pris  pour  origine,  et  la  per- 
pendiculaire  a  la  tangente  en  ce  point,  pour  axe  des  z. 
Done  il  n'y  a  d' autre  tautochrone  dans  le  vide  que  la 
cycloi'de  dans  la  position  ou  nous  Tavions  consideree,  du 
moins  parmi  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  s  est  deve- 
loppable  suivant  les  puissances  de  z. 

266.  Cette  propriete  de  Visochronisme  des  oscillations 
d'un  point  qui  se  mouvrait  sur  une  cycloide  avait  fait  pen- 
ser  a  mesurer  le  temps  au  moyen  d'un  pendule  sinnple 
dont  rextr^miie  decrirait  des  arcs  de  cyclmde.  II  suffirait, 
pour  obtenir  un  pareil  mouvement,  de  suspendre  un  poids 
au  moyen  d'un  fil  flexible  et  inextensible,  a  un  point  qui 
serait  Torigine  de  deux  branches  de  cycloide  dont  le  cercle 
g^n^rateur  aurait  pour  diametre  la  moiti^  de  la  longueur 
du  fil.  On  volt,  d'apr^s  la  propriete  de  la  developpee  de  la 
cycloi'de,  que  lorsque  le  fil  s'enroulerait  sur  ces  courbes, 
ou  se  deroulerait,  son  extremite  decrirait  une  cydo'ide  dont 
le  sommet  serait  le  point  le  plus  bas  -,  les  oscillations  se- 
raient  done  isochrones.  Mais  un  pareil  pendule  serait  loin 
d'ofirir  dans  la  pratique  les  memes  avantages  que  le  pen- 
dule circulaire,  et  Ton  n'en  fait  aucun  usage.  . 


28. 
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CHAPITRE  VIL 

MOUVEHENT  D*UN  POINT  SDR  UNE  SURFACE  FIXE. 


267.  Soient  F  (x^jTj  z)  s=iO  Inequation  de  la  surface 
fixe,  N  rintensite  de  la  force  qu'elle  produit,  et  que  nous 
supposons  normale ;  X,  fji,  v  les  angles  que  sa  direction  fait 
avec  les  axes,  et  X,  Y,  Z  les  oomposantes  totales  des  forces 
accel^ratrices  exterieures;  on  aura  le  systime  d^ equations, 

-r4-=X4-Ncos)i,     --4=Y4-Ncostt,    L|=Z-hNcosv, 

ai^  at'  fit* 

ilF  dF  d? 

COSX  =  V-7->      COStt=rV-r-i      cosvs:V--» 

dx  dy  dz 


V  =  db 


^jmo-m 


Le  double  signe  de  V  correspond  aux  deux  sens  de  la  nor- 
male, et  le  calcul  fera  connaitre  en  chaque  point  le  signe 
qui  conviendra. 

Si  Ton  substitue  dans  les  premieres  equations  les  valeurs 
de  cos  X,  cos  |u,  cos  v,  on  aura 

d^x  dY        dW  dF 

^X-4-NV--^,     -7i  =  Y4-NV", 
dt^  dx  dt^  dy 

(0  ^ 

J   d^z  dF 

\    dV  dz 

Lliminant  N  entre  ces  trois  equations,  on  aura  deux  equa- 
tions qui,  jointes  a  F  (a:,y,  z)  =  o,  d^termineront  x, ^,  z 
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en  fonction  de  /;  ct  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
raent  en  resulteront. 

Ces  calculs,  en  general  impraticables ,    se    simplificni 
quand  on  a 

Xrfa:  -H  Yi(>^-|-Zflfe  =  rf^(r,  7,  z), 

el,  par  suite, 

c»*  =  2y  (x,  7",  »)-*-C, 

C  designant  une  constante  arbilraire,  determinee  par  I'etal 
initial. 

En  effet,  les  equations  (i)  donnent  imm^iatement  les 
deux  suivantes  : 

'^'i        d^z  d^x  IdF  d?       \     * 

\da:L^^dz—^=Zdx-^^dz-\'l!{y[-^dx--^dz\^ 
\       do  dO  \dz  dx        ] 

Or,  en  differentiant,  par  rapport  a  une  variable  quelcon- 
que,  ridentit^ 

dx        dx 


on  irouve 


dt 


,   dy              do          -^   de 
«.---  = , 

dx  l^-^Y 

[dfj 


d'ou 


.    dy        ,    d^x  dxW    dy         Jdxy^dy 

do         -^    do         \dt  I        dx  \ds  ]        dx 


el  de  meme 


d^z  d^x  /dx\*      dz 

aO  do  \ds  dx 
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En  ^bstituant  ces  valeurs  dans  les  equations  (2),  et  rem- 

pla9ant  t'*  par  a^{ar,  j^,  z)  +  C,  puis  eliminant  entre 

elles  NV,  on  aura  une  equation  diflKrentielle  entre  jp,  y^  r, 

ou  le  temps   n'entrera  pas,    ec  qui,  conjoin tement  avec 

F  \x^  y^  z)  =  o,  determinera  la  trajectoire.  Connaissant  j^ 

ds 
et  z  en  fonction  de  x,  et  j-  en fonction  dear, j^,  z,  on  par- 

viendra  facilement  jk  une  ^nation  de  la  forme  dtz=zt^  (x)  //jr, 
d'ott  Ton  d^duira  x  en  fonction  de  tj  et,  par  suite,  toutes 
les  circonstances  du  mouvement. 

268,  Pression  exercee  sur  la  surface. — La  composante 
normale  de  la  r^sultante  de  toutes  les  forces  appliquees  au 

mobile,  en  y  comprenant  Faction  de  la  surface,  est  dans 

pi 
ie  plan  osculateur  de  la  trajectoire,  et  ^gale  a  --•  Cette  der- 

ni&re  force  est  donq  la  resultante  de  la  force  produite  par 
la  surface,  qui  est  normale  k  la  surface  et,  par  suite,  a  la 
trajectoire;  et  de  la  composante  normale  k  la  trajectoire, 
de  la  force  ext^rieure  qui  agit  sur  le  mobile.  Si  done  on  d^ 
signe  cette  composante  par  Q,  par  6  Tangle  du  plan  oscula- 
teur avec  la  normale  a  la  surface,  et  par  ^  celui  de  la 
force  Q  avec  la  m^me  normale,  on  aura  la  proportion 


v^ 


s- :  Q  ::  sin 4* :  sin©. 

Cette  relation  determinera  la  direction  du  plan  osculateur 
quand  on  connaitra  1^,  R,  Q,  ^.  Dans  le  -cas  particulier  ou 
l'onauraitQi=o,  il  en  resulterait  6=0,  et  le  plan  oscu- 
lateur serait  leplan  normal  a  la  surface.  Ce  cas  est  celui 
ou  la  force  exterieure  est  nulle,  ou  tangentea  la  trajectoire: 
li  comprend  done  celui  ou  il  y  aurait  frottement  sur  la  sur- 
face^ ou  une  resistance  dc  milieu.  Dans  ces  divers  cas,  le 
plan  osculateur  de  la  trajectoire  ^tant  con stamment  normal 
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a  la  surface,  cette  ligne  est  la  plus  ooarte  que  Ton  ptiisse 
mener  sur  la  surface  entre  deux  quelconques  de  ses  points. 
On  peut  reconnaitre  directement  que  lorsque  la  force  exte- 
rieure  est  nulle  ou  dirigee  suivant  la  tangente  a  la  trajec- 
toire,  le  plan  osculateur  de  cette  courbe  est  normal  a  la 
surface.  En  effet,  ce  plan  doit  renfermer  la  tangente  a  la 
trajectoire  et  la  resultante  totale,  c'estri-dire  une  des  com- 
posantes  et  la  resultante  :  il  renferme  done  Tautre  compo- 
'  sante^  qui  est  la  normale  a  la  surface,  et,  par  consequent, 
il  est  lui-m^me  normal  a  la  susface. 


Application  au  mouvement  d'un  point  pesant  sur 

une  sphere. 

269.  Soit  Tequation  de  la  sphere 

(i)  x'-f-r'H-i^^^'i 

les  Equations  du  mouvement  seront 

I'axedes  z  ^tant  suppose  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 
La  vitesse  sera  donn^e  par  Tequation 

la  constante  c  6iant  determinee  pair  la  hauteur  et  la  vitesse 
initiale  du  mobile. 

L'^quation  des  aires  n'a  plus  lieu  pour  tons  les  plans ; 
mais,  comme  la  resultante  des  forces  qui  agissent  sur  le 
point  coupe  tOuJours  Taxe  des  z,  elle  aura  lieu  pour  le 
plan  des  x  ety,  comme  iious  Tavons  dit  precedemment.  On 
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aura  done,  en  d^signant  par  c'  one  constante  arbitraire , 

(4)  xdy—ydx^zif  di\ 
r^quation  (3)  pent  se  mettre  sous  la  forme 

(5)  — =c-f-2gr«. 

Lesequations  (i),  (4),  (5)  suiGsent  pour  determiner  x, ^,  z 
en  fonclion  de  t. 

Diffifrentiant  d^abord  Tequation  de    la  sphere,    nous 
aurons 

(6)  xdx  -^ydy  =  —  zdz ; 

ajoutant  les  carr^s  des  equations  (4)  et  (6),  il  vient 

ct  en  tirant  .t*+j^*  et  rfx*  -H  dy^  des  equations  (i)  et  (5), 
on  obtiendra  entre  z  et  t  Tequation 

d*ou  Ton  d^duit 

±ad% 

(7)  ^^  = 


Le  signe  -—  correspond  au  cas  ou  le  mobile  monte,  et  le 
signe  +  a  celui  ou  il  descend. 
De  la  on  tirerait,  en  integrant, 

r  =  F(2)     ou    ss=F,  (^). 

II  reste  ^  determiner  la  projection  horizontale  du  mobile, 
soit  par  les  coordonnees  x  et  j-,  soil  par  des  coordonn^es 
polaires^  nous  nous  arr6terons  a  ce  dernier  moyen. 

L^^quation  xdy — ydx=^  c*  dt  devient,    en  designant 


par  r  le  rayon  vecteur  de  la  projectioii,.  el  par  ^  Tangle 
qtt'il  fail  avec  Taxe  des  ar, 

(8)  r*d^z=zc'dt    et     r»  =  <i2  — z»; 
done,  en  se  bornant  au  signe  superieur, 

(9)  '^^^  = 


Si  l*on  substitue  a  dt  sa  valeur  en  z  et  dzj  ou  si  Ton  sup- 
pose z  exprim^  au  moyen  de  ^par  riategratiou  precedente, 
une  nouvelle  quadrature  fera  connaitre  ^  en  fonction  de  z 
ou  de  / ;  et  comme  on  a 

toutes  les  coordonnees  du  mobile  seronl  connues  en  fonc- 
tion de  t.  Mais  ces  diverses  integrations  ne  peuvent  etre 
calculees  que  par  approximation. 

Si  Ton  veut  connaitre  I'angle  que  forme,  avec  la  verti- 
cale,  le  rayon  men^  du  centre  de  la  sphere  au  point  mobile, 
on  aura^  en  le  designantpar  9, 

cosO  =  — ; 

*    .  a 

il  sera  done  connu  quand  z  le  sera. 

270.  Ddterminons  maintenant  la  constante  c'.  Pour 
cela,  decomposons  la  vitesse  initiale  du  point  en  deUx  au* 
tres,  dont  Tune  soil  perpendiculaire  au  plan  vertical  passant 
par  ce  point  et  le  centre  de  la  sphere,  et  1' autre  soil  com- 
prise dans  ce  plan.  La  premiere  sera  la  composante  de  ]a 
vitesse  de  la  projection  horizontale  du  point,  suivant  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  rde  la  courbe  decrile  par 
celte  projection ;  carcette  perpendiculaire  est  normale  au 


plan  vertical  dans  lequel  se  troure  la  seconde  composante 
totale  de  la  yitesse  absolue  du  point,  et  par  cons&|uent  cette 
composante  donne  une  projection  nulle  sur  la  perpendicu- 
laire  au  rayon  vecteur  de  la  projection  horizontale. 

Soient,  dans  la  position  initiale  du  point,  d  la  valeur 
de  z,  k  la  vitesse,  qui  est  n^cessairement  tangente  a  la 
sphere,  et  a  Tangle  que  fait  sa  direction  avee  la  perpendi- 
culaire  au  plan  vertical  qui  passe  par  le  poinjt  et  le  centre 
de  la  sphere  \  on  aura,  d'apri&s  ce  qui  vient  d^fetre  dit, 

r  -7^  =  ^  cos  a , 
dt 

et,  substituant  a  --^  sa  valeur  tiree  de  Tdquation  (8), 


di 


-=:  Acosa; 
r 


comnieon  a,  au  point  ded^art,  r=  ^a*-^d*^  la  valeur 
de  c'  sera 

(10)  c^znk^d*  —  ^/'cosa. 

Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  ou  dirig^  dans  le  plan  ver- 
tical passant  par  le  centre,  on  a  c'  =  o,  et  Ton  retrouve  les 
^nations  du  mouvement  du  pendule  siniple  dans  un  plan 
vertical. 

271 .  II  reste  k  calculer  A  chaque  instant  la  grandeur  et 
le  sens  de  la  force  N  que  produit  la  surface.  Poiir  obtenir 
sa  valeur  de  la  mani^re  la  plus  simple,  nous  multiplierons 
les  equations  (^i) ,  la  premiere  par  x,  la  deuxieme  par  y,  la 
troisiime  par  jz,  et  nous  les  ajouterons^  il  en  r^sultera 

(11)  dJ      =±N«+g'4. 
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Or,  on  a 

xtlx  -^ydy  -f-  wfe  =  o , 
et,  en  differentiant , 

xd'^.T  -hyd^X  -\-zd^zz^  —  dx^ —  df^  —  tlz^  z=  —  ds^ ; 

Tequation  (11)  deyieAldonc 
d'ou 

(.2)  ±jx=^^±ii, 

et  comme  N  est  essentiellement  positif,  on  Terra,  d'apres 
les  valeurs  de  v^  et  z  a  ehaque  instant,  lequel  des  deux 
signestlu  premier  membre  on  doit  prendre  pour  que  cette 
equation  ne  soit  pas  absurde;  on  saara.  ainsi  quels  signes 
il  faut  prendre  a  cet  instant  dans  les  equations  (a),  et, 
par  consequent,  quel  est  le  sens  de  la  force  produite  par  la 

burface. 

Si  ^  est  positif,  le  second  membre  de  I'equation  (12)  est 
negatif,  et  Ton  doit  prendre  le  signe  infSrieur  dans  I'e  pre- 
mier ioiemb^e;  d'ou  il  r^sulte  que  la  surface  produit  sur  le 
point  une  force  dirigee  de  la  surface  vers  le  centre,  toutes 
les  fois  qu'il  est  situe  au-dessous  du  plan  horisontal  mene 
par  le  centre  de  la  sphere. 

Si  z  est  n«gatif,»  c'est-a-dire  si  le  point  est  au*dessus  de 
ce  m^me  plan  horizon tal,  les  deux  termes  du  second  memr 
bre  de  I'equation  (12)  sont  de  signes  contrairesj^  et  le  re- 
sultant pent  Stre  negatif,  nul  ou  positif.  On  prendra  en- 
core le  signe  inferieur  de  N  si  Ton  a 

^gz<Cv\ 

La  force  N  sera  nulie  quand  on  aura  • 

—  g2  =  *^, 
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et  Von  derra  pr^idre  le  signe  sup^rieur  lorsque  Ton  aura 

• 

dans  ce  dernier  cas,  la  surface  produit  sur  le  point  une 
force  dirig^e  vers  I'ext^riear  de  la  sphere,  et,  par  conse- 
quent, le  point  fait  effort  pour  s'approcher  du  centre. 

On  pent  se  rendre  compte  directement  de  ces  di verses 
conditions  relatives  au  sens  de  la  force  N  pi  suffit,  pour 
cela,  de  se  rappeler  que  la  resistance  de  la  surface  sur  la- 
quelle*  un  point  est  en  mouvement  diitruil  la  composante 
suivant  la  normale  a  cette  surface,  tant  des  forces  appli-  ^ 
quees  au  point  que  de  la  force  centrifuge* 

Cela  pos^,  sodt  R  le  rayon  du  cercle^  suivant  lequel  le 
plan  osculateur  en  un  point  quelconque  de  la  trajectoire 
coupe  la  sphere,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  cercle 

osculateur  de  cette  courbe  :  la  force  centrifuge  sera  --9  et 

il  faudra  la  multiplier  par  —  pour  avoir  sa  composante  sui- 
vant le  rayon  de  la  sphere,  qui  passe  au  m&me  point.  On  a 
ainsi  ^9  et  cette  force  est  dirig^e  suivant  la  partie  ext^ 

rieure  de  la  normale  a  la  sphere.  Quant  a  la  composante 
normale  de  la  pesanteur,  elle  est  dirigee  suivant  la  partie 
ext^rieure  de  la  normale  lorsque  le  point  est  dans  Th^mi- 
sphere  inferieur,  et  vers  le  centre  lorsque  le  point  est  dans 
rhemispliere  superieur.  Done,  en  la  consid^rant  comme 
positive  quand  elle  est  dirigee  k  Fext^rieur^  et  comme  n^ 
gative  dans  la  direction  contraire,  elle  sera  exprimee  par 

— ;  de  sorte  que ^  sera  la  pression  detruite  par  la  sur- 
face, et  le  signe  de  cette  expression  indiquera  le  sens  de 
celte  force,  comme  nous  venons  de  I'expliquer.  II  suit  dela 
que  la  surface  remplace  une  force  egalc  et  opposee,  et,  par 
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consequent,   representee  par »  le  signe  etant  en- 

tendu  de  la  m^me  maniere.  Aiusi,  dans  T hemisphere  infe- 
rieur,  cette  expression  etant  evidemnient  negative,  la  force 
produite  par  la  surface  est  dirigee  vers  le  centre.  Dans 
Taulre  hemisphere,  elle  sera  encore  dirigee  vers  le  ccnlre 
si  Ton  a 

»''  +  g2>o; 

elle  aura  la  direction  contraire  lorsque  i^*-\-gz  sera  <^o. 
On  retombe  ainsi  sur  les  resultats  deja  obtenus.      •         * 

272.  Mou9ement  d*un  pendule  qui  s'ecarte  trhs-peu  de 
la  verticale,  —  Le  mouvement  du  point  sur  la  sphere  peut 
^tre  realise  en  supposant  ce  point  lie  au  centre  par  une 
ligne  inflexible  et  sans  masse.  Ainsi,  le  probleme  que 
nous  venons  de  traiter  est  celui  du  pendule  simple,  consi- 
dere  de  la  maniere  la  plus  generale.  Les  calculs  peuvent 
s'cxecuter  completement  lorsque  le  pendule  fait  toujours 
un  tr^-petit  angle  avec  la  verticale  menee  par  le  point  de 
suspension. 

Soient  0  Tangle  variable  que  forme  la  direction  du  pen- 
dule avec  celle  de  la  pesanteur,  a  sa  valeur  initiale  cor- 
respondante  a  ^  =  ^,  et  supposons  que  la  vitesse  initiale 
h  gat  une  direction  horizon  tale,  auqu«l  cas  la  valeui*  4/  de- 
vient 

Ein  n^gligeant  les  quanlites  trfes-petiles  du  troisiime  ordre 
et  des  ordres  superieurs,  devant  celles  du  second,  nous 
aurons 

—  z=zacosQ  :=a ^      — a  :=  acosoL  =  a 9 

a  2 

c'=  X^  —  2ga  +gaoi\  c'^  =  /'2fl»sin'a  =  A^a^a\ 
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La  formule  (7)  devicndra 


A* 
el  posant  —  ==6*, 

d  ou  J'on  voit  d^a  que  9  restera  constammeni  compris 
entre  a  et  S.  II  en  resulie  que  si  Ton  a  6  =  a,  on  aura 
consumment  0=^;  le  peudule  decrira  done  un  c6ne  de 
revolution  autour  de  la  verticale,  et  le  point  materiel  de- 
crira an  cercle  horizontal.  Quant  a  Tangle  i{f,  la  formule 
geu^rale 

A'OL 

r'd-^  =  e'di     devient    d'L  =  — --  dt, 
etcomme  d  =  a  =  6,  elle  se  rdduit  a 


d^ 


=v/f*- 


d*ou  Ton  tire,  en  faisant  conimencer  Tangle  ^  en  m^me 

temps  que  t^  f^s=z  t  \/ - «  Ainsi,  dans  ce  cas,  le  mouvement 
du  pendole  est  uniforme,  et  il  d^crit  la  surface  conique 

enti^re  dans  un  temps  ^gal  a  2  77i/~- 

Revenons  a  Tequation  (i3)  qui  est  evidemment  inte- 
grable^  mettons-la  sous  la  forme 


Bd 
dt 


=*\/i 


v^-(-^)'+'-^ 
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et  posons  • 

il  en  resultera 

d'ou 


/4-  c,  =±t1/-*  arccosa. 


La  constante  Ci  se  determinera  en  exprimant  que, « =  o 
donne  6  =  a,  et  par  suite  u  =  i ;  il  en  resultera 


=  o,     et    '  =  ±7^/^ 


arc  COS  My 
ou 

V  ^ 

d'ou  Ton  conclura  pour  6^  la  valeur  suivante : 

a»-4-6'        a'  — 6*  ,    /g 

9'  = 1 co8,2/  1/  2-, 

2  2  \  a 


ou 


(i4)  0»=ra»cos».<i/5  -+-6»sin»./l/^. 

On  reconnait  immediaiement  que  6*  est  periodique,  et  que 
la  duree  de  la  periode  est  wi/-«  Pour  ^  =  o,  on  a 


9'  =  a 


2. 


pour  Z  =  iTTi /-»    c'est-a-dire  au  milieu  de  la  periode, 


on  a 
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etiorsque  /  =  iri/-»  on  relrouve 

De  sorte  qu'un  observftteur  qui  se  monvrait  avec  le  plan 
verlical  qui  conlienl  le  pendule,  verrait  osciller  ce  dernier 
entre  les  deipc  directions  faisant  avcc  la  verticale,  et  d*un 
m^me  cote,  les  angles  a,  6.  Le  temps  qu'il  mettrait  pour 

arriver  de  Tune  k  Fautre  serai t  i^l/-'?  mais,  au  milieu 

de  cet  intervalle,  il  ne  serai t  pas  a  egale  distance  de  ces 
deux  droilcs,  et  Ton  aurait  a  cet  instant 

0_— — , 

« 

ce  qui  donnepour  0  une  valeur  plus  grande  que  la  mojenue 

■  • 

2 

II  reste  a  connaitre  ^  en  fonction  de  (.  Or,  on  a 

,  -,  g  J  ,,         kadi  \  a 

Remeltant  pour  9*  sa  valeur  en  f,  it  vient 

dt 


(i5)        d^=a^^i 


7} co8» . / i/?  4-  6« sin* .t i/~ 


Pour  integrer  cette  expression,  nous  poserons,  d'apris  la 
rnethode  ordinaire,  tang. «  1/- =  i',  et  nous  obtiendrons 

a&d9 


''+  =  rr 


6'(i' 
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d'ou  Ton  d^uit 

J/ =  arc  tang — • 
a 

11  n'y  a  pas  de  constante  a  ajouter,  parce  que  roti  doit  avoir 
en  m6me  temps 

Cette  Equation  peut  se  mettre  sous  la  foritic 

6p 

—•  =  tang^/ , 


ou 


(i6)  tang^p  =  -tang.M/?. 

a  \   ^ 

On  voit  que  Tangle  ^  ne  croit  pas  uniformenient;  il  prend 
success! vement  les  valeurs  tt,  air,  Stt,...,  /itt,  pour  les  va- 
leurs  successives  de  t  qui  rendent  le  second  membre  nul ; 

ces  valeurs  sont  7ri/-9...,»7ri/-«  Aux  milieux  de  ees 

divers  intervalles  de  temps,  le  second  membre  devient  in- 
fini ;  le  premier  le  devient  done  aussi,  et  les  valeurs  de  ^ 
sont -yTT,  7r  +  -j7r, .. . ;  de  sorte  que  le  plan  vertical  qui  con- 
tient  le  pendule  se  trouve  perpendiculaire  a  sa  pbsition  ini- 
tiale.  Ainsi,  les  quatre  quarts  de  la  revolution  de  ce  plan  sont 

parcourus  dans  des  intervalles  de  temps  ^gaux  a  -i/-; 

et,  pendant  chacun  d'eux,  le  pendule  accomplit  dans  son 
plan  vertical  une  oscillation  qui  Tamene  de  Tune  a  Tautre 
des  deux  directions  extremes  qui  font  avec  la  verticale  les 
angles  a  et  6, 

On  peut  encore  remarquer  que  le  plan  vertical  du  pen- 
dule met  toujours  le  ni^rae  temps  a  parcourir  deux  angles 
droits,  a  partir  d'une  quelconque  de  ses  positions. 

I.  9.9 
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273.  Si  Ton  veul  connaitrc  le  mouvement  de  la  projec- 
tion du  point  sur  le  plan  horizontal,  il  faut  obtenir  en 
fonctiou  de  f ,  soit  r  et  ip,  soit  x  eiy. 

D'abord  Tequation  (i6)  fait  coi^iaitre  tfi ^  et  p4)ur  avoir  r, 
il  suflira  de  recourir  a  la  formule 

et  de  substituer  a  -7^  sa  valeur  liree  de  Tequation  (i5) ;  on 


*  • 


trouvera  ainsi 


(17)  H  r=  «» I  a' cos^f  4/^  -f-e»sin'.fi/- 

Les  equations  (16)  et  (17)  resolvent  la  question.  On  ob- 
tiendra  I'equation  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le 
plan  horizontal,  en  eliminant  t  entre  ces  equations,  ce'qui 
conduit  ^ 

II  est  facile  d'y  recounaitre  Tequation  d'unc  ellipse.  On 
Taura  en  coordonnees  rectangles  en  posant 

elle  devient  ainsi 

Ses  demi-axes  sont  aa,  J6;  ils  sont  renfermes  dans  deux 
plans  verticaux  rectangulaires^  dont  Tun  passe  par  le  point 
de  depart. 

Enfin,  si  Ton  veut  avoir  x  e\.y  en  fonction  de  f,  il  suflira 
de  substituer  dans  les  forniules 

x=rcos^,     j=rsin>|/, 


I*'  \ 
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X 

d'ou 


la  valeur  de  rdonnee  par  Tequation  (17)  el  les  valeurs  dc 
cos^,  sinipqu'on  lirera  de  requation  (16). 
On  trouve  ainsi 

'=  a}  a^  cos^r  i/^,     7^  =  fl^6'  sin'./  i/^, 

J?  =  fla  COS./ i /-»     7:  =  flS  sin./i /  — . 

On  peut  faire  ici  une  remarque  qui  se  rapporte  a  un  prin- 
cipe  general  dont  nous  parlerons  plus  tard.  Elle  tient  a  ce 
que  la  valeur  de  x  ne  depend  pas  de  6,  ni  eelle  de  j"  de  a. 
11  suit  de  la  que  le  mouvement  projete  sur  I'axe  des  x  est  le 
m^me  que  si  €  etait  nul,  et  que  le  pendule  ecarte  de  la  verti- 
c^le,  d^un  angle  a,  fut  abandonne  sans  vilesse  initiale  a  Tac- 
tion de  la  pesanteur.  Semblablement,  le  mouvement  projet^ 
sur  Taxe  des  y  es^  le  m^me  que  si  le  pendule  partait  de  la 

verticale  avee  la  Vitesse  initiale  donnee,  &yjgay  dirigee 
suivant  Taxe  des  y.  Ainsi  ces  deux  causes  du  mouvement, 
savoir,  I'ecartement  de  la  verticale  et  la  vilesse  initiale, 
produisent  separement  leur  effet ;  et  Ton  a  la  position  du 
mobile  a  un  instant  quelconque,  en  composant  les  deplace- 
ments  correspondants  a  ce  m6me  instant,  dans  les  deux 
mouvements  qui  seraieni  produits  respeciivement  par  cha- 
cune  des  deux  causes,  agissant  isolement. 


^9 
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CHAPITRE  VIII. 

TRAVAIL  DUNE  FORCE.  -   FORCE  VIVE. 


274.  Pour  fairc  comprendre  simplement  Torigine  de  la 
depomination  de  travail,  supposons  que  I'on  emploie  des 
hommes  a  elever  directement,  d^un  mouYenient  uniforme, 
du  miuerai  du  fond  d'un  puits  a  la  surface  du  sol.  U  est 
evident  que  cliacun  de  ces  homines  fera  coastamment  un 
meme  eflbrt  egal  au  poids  du  corps  qu'il  eleve ;  le  temps 
pendant  lequel  il  devra  kite  employe  sera  evidemment  pro- 
portionnel  au  poids  total  qu^on  veut  qu'il  eleve,  et  a  la 
hauteur  dont  il  aura  ete  eleve.  Ainsi,  ce  que  Ton  appelle 
vulgairemcnt  le  travail  de  chacun  de  ces  horomes,  et,  par 
suite,  la  depense,  sera  une  quantite  proportionnelle  a  ce 
poids  ct  a  la  hauteur*,  c'est-a-dire  a  la  force  verticale  qui 
agil,  et  a  la  quantite  dont  s' eleve  son  point  d^ application. 

C'est  d'apres  des  considerations  de  ce  genre  qu'oii  a  ete 
conduit  a  donner  le  nom  de  trauail  (Tune  force.,  au  pro- 
duit  de  cette  force  par  le  chemin  parcouru  par  son  point 
d'application,  lorsquMl  est  deplac^  suivant  la  direction  de 
cette  force. 

En  examinant  le  cas  moins  simple  ou  le  point  d'applica- 
tion  de  la  force  ne  se  meut  pas  dans  la  direction  de  cette 
force,  on  a  reconriu,  comme  nous  le  ferons  voir  plus  tard, 
que  Futilite  produilc  et  la  depense  occasionn^e  sont  pro- 
portionnelles  au  produit  de  la  force  par  le  chemin  parcouru 
par  son  point  d'application  dans  le  sens  de  la  force 5  ou,  en 
d'autres  termcs,  par  la  projection  de  ce  chemin  sur  fe  di- 
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reclion  de  la  force.  C'est  a  ce  produil  qu'on  a  donne  gene- 
i^lement  le  nomde  irax^ail  de  la  force, 

D'apr&s  cette  definition,  le  travail  sera  mesure  par  le 
nombre  i  lorsque  la  force  sera  egale  a  T unite,  et  que  son 
point  d'application  se  deplacera  d'une  longueur  egale  a 
I'unite  dans  le  sens  de  la  force.  Ainsi  Funite  de  travail  est 
le  travail  correspondant  a  un  poids  de  i  kilogramme  eleve 
verticalement  de  i  mitre. 

C'est  dans  le  calcul  de  I'effet  des  machines  que  la  consi- 
deration du  travail  se  presente  le  plus  naturellement.  Mais 
nous  croyons  devoir  en  parler  dis  a  present,  parce  que  les 
remarques  que  nous  ferons  dans  des  cas  simples,  prepare- 
ront  naturellement  aux  considerations  plus  generales,  que 
nous  devons  renvoyer  apres  Tetude  du  mouvement  des  sys- 
tfemes.  Laquantite  de  travail  d'une  force  est  regardee  comme 
positive  lorsque  la  projection  du  deplacement  du  point  est 
dans  la  direction  de  la  force,  ou  lorsque  le  deplacement  faijt 
un  angle  aigu  avec  cette  direction.  II  est  negatif  dans  le  cas 
contraire,  qui  est  celui  de  Tangle  obtus;  il  est  nul  si  I'angic 
est  droit,  c'est-a-dire  si  le  point  ne  se  meut  si  dans  le  sens 
de  la  force  ni  en  sens  contraire. 

Si  la  force  n'est  pas  constante,  on  est  oblige,  pour  cal- 
culerle  travail  produit,  d'apres  la  definition  precedente,  de 
partager  le  mouvement  en  intervalles  infiniment  petits, 
pendant  chacun  desquels  la  force  pourra  6tre  consideree 
comme  constante;  et  le  travail  total  sera  la  somme  des 
qiianfites  elementaires  de  iraxwl,  c'est-a-dire  I'integrale 
fPdscosdf  prise  entre  les  deux  limites  extremes;  P  desi- 
gnant  la  force  variable,  ds  Telement  de  la  courbe  decrite, 
et  (f  Fangl^  de  Ja  direction  du  mouvement  avec  celle  de  la 
force  P. 

Telle  est  la^mani ire  don t  nous  eniendrons  toujours,  tant 
en  signe  qu'en  grandeur,  ie  travail,  elementaire  ou  fini, 
d  une  force  quelconquc. 
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275.  Nout^cl  enonce  du  principe  des  vilesses  virtuelles. 
—  Oo  voit  que  le  momeDt  virtuel  d'une  force  ne  dlflere  pas 
de  la  quantite  de  travail  elementaire  de  cette  force  corres- 
pondante  au  d^placement  virtuel  de  son  point  d' applica- 
tion. On  pent  done  enoncer  de  cette  maniere  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  : 

LorsqWun  systeme  quelconque  de  poinis  est  en  eqiu- 
libre,  la  somme  algebrique  des  quantiles  de  travail  de 
toutes  tes  forces  est  nulle  pour  tout  deplacement  infini- 
ment  petite  compatible  ai^ec  les  liaisons  di^  sysihne. 

Et,  reciproquement,  si  cette  somme  est  nulle  pour  tout 
deplacement  possible,  le  systeme  est  en  equilibre. 

276.  Travail  de  la  resultantc  deforces  quelcanques,  — 
LoTsque  des  forces  appliquees  a  un  systeme  rigide  ont  une 
resultante,  elles  se  trouveraient  en  equilibre  si  Ton  intro- 
duisait  une  force  egale  et  oppos^e  a  cette  derniere.  La 
sonime  des.  quantites  de  travail  virtuelles  serait  done  nulle, 
et,  par  consequent,  le  travail  virtuel  de  la  force  introduite 
est  ^gal,  au  signe  pr^s,  a  la  somme  de  ceux  qui  corres- 
pondent aux  forces  donnees.  Et  comme  cette  force  et  la  re- 
sultante^ etant  egales  et  contraires,  donnent  des  quantites 
de  travail  egales  et  de  signes  contraires,  on  arrive  a  cette 
cons^uence  : 

Le  travail  de  la  resultante  de  forces  appliquees  a  un 
systeme  rigide  quelconque  est  egal  h  la  somme  des  tra- 
yaux  des  composanteSy  pour  tout  displacement  infiniment 
petit  de  ce  systeme, 

Dans  eel  enonce,  les  forces  sont  considerees  comme  ne- 
cessj^irem^nt  positives.  Or  il  est  souvent  utilcd'introduire 
les  composantcs  des  forces  parallelement  aux  axes  de  coor- 
donnees,  et  Ton  a  alors  a  trailer  des  forces  positives  ou  ne- 
gatives. Nous  avons  discute  cette  question  (n^  101)  pour  les 
moments  virtuels^  il  est  done  inutile  d*y  revgnir  pour  les 
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quantites  de  travail,  qui  n'en  different  pas,  cl  la  quantite 
eiemeiitaii'c  de  travail,  positive  ou  negative,  d'une  force 
qui  a  pour  composantes  X,  Y,  Z,  sera 

dx^  djr^  dz  etant  les  composantes,  positives  ou  negatives, 
du  ({^placement  du  point  d'application  de  cette  force. 

277.  Force  vi^e,  —  Considerons  d'abord  le  mouvement 
rectiligne  d'un  point  ayant  pour  masse  m,  et  soumis  a 
Faction  d'une  force  motrice  F.  On  aura  I'equation 

m  ——■  ■=  I. 

Le  travail  elementaire  de  cette  force  correspondanl  a  Tes- 
.pace  parcouru  dx  est  Ydx\  et  I'equation  precedente  donne 

d'^x 

(i)  Fdx=:  m -rr-dx:=z^d.mv^y 

'.  •  .  dx 

p'tJesignant  toujours  la  Vitesse,  ou  — •  On  voit  done  que 

Taccroissement  infinjment  petit  du  traf^il  de  la  force  est 
egal  a  la  moitie  de»raccroissement  de  la  quantite  //ii^'.  On 
.a  donn^  a  cette  quantite  mv^^  le  nom  de  force  vwe  du  mo- 
bile. Cette  denomination  est  i^propre,  puisque  le  produit 
d'une  masse  par  le  carre  d'une  vitesse  n'a  aucun  rapporl 
avec  la  mesure  d'une  force ;  mais  nous .  la  conserverons 
pour  eviter  les  inconvenients  attaches  au  cbangement  de 
nom,  et  parce  que  d'ailleurs  elle  ne  pent  induire  en  erreur, 
des  qu'on  s'est  bien  entendu  sur  sa  signification. 

L' equation  (i)  peut  s'enoncer  de  la  maniere  suivante  : 
Dans  le  moui^ement  rectiligne  d'un  point  libre,  le  tra- 
i^ail  elementaire  de  la  force  qui  agit  sur  lui  est  egal  h  la 
moitie  de  Vaccroissement  correspondant  de  la  force  vivc 
de  ce  mobile. 
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Si  la  force  F  varie  d'une  maniere  quelconque  avec  la 
position  du  point,  et  m^me  avec  le  temps,  la  proposition 
precedente  aura  toujours  lieu  pour  les  intervalles  iniini- 
ment  petits,  dans  lesquels  on  pourra  decomposer,  soil  un 
temps,  soit  un  espace  fini.  D^signons  par  (^o  ^^  ^  Ics  valeurs 
de  la  vitedse  au  commencement  et  k  la  fin  de  cet  intervalle, 
on  aura,  en  faisant  la  somme  des  Equations  (i)  relatives  a 
tons  les  ^l^ments  qui  le  composent, 

La  somme  f  pourra  s'effectuer  si  F  ne  depend  que  de  jr, 
et  si,  dans  ce  cas,  on  d^signe  par  <f  [x)  la  fonction  dont  la 
d^rivee  par  rapport  a  x  estF,  et  par  jr^  et  x  les  valeurs 
extremes  de  I'abscisse,  T^quation  precedente  devient 

Mais  dans  tons  le^  cas  possibles,  comme  le  second  membre 
fFdx  est  la  somme  des  quantit^s  de  travail,  positives  ou 
negatives,  produites  dans  tous  les  intei\^alles  infinimaBt 
petits,  ^t,  par  consequent,  le  travail  total  produit  da^s 
Tintervalle  fini,  l^juation  ( a )  peut  s'enoncer  ainsi : 

Dans  le  moui^ement  rectiligne  d*\in  ppint  materiel 
libre,  le  travail  de  la- force  dans  un  intervalle  quelconqim 
est  egal  h  la  moitie  de  Vaocroissement  correspondant  de 
la  force  iriW  du  mobile. 

378.  Relation  entre  la  force  v/Ve  et  le  trauail,  dans  le 
moui^ement  general  d^un  point,  — ?•  i**  Supposons  d'abord 
le  point  libre  et  soUicite  par  une  force  motrice  F  dont  les 
composantes  paralleles  auxaxes  soient  X,  Y,  Z;  les  equa- 
tions de  son  mouvement  seront,  en  designant  par  m  sa 
masse, 

d^x  d^Y  d^z 

^  '  dt'  '  dt^  '  dt^ 
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Or,  d'apr&s  ce  que  nous  avons  d^montr^  (n**  270),  le  tra- 
vail de  la  force  F,  pour  un  deplacement  ayaut  pour  com- 
posantes  dx^  dy^  dz^  est  # 

expression  que  Ton  obtiendra  en  ajoutant  les  equations  (i), 
apris  avoir  multiplie  la  premiere  par  dx^  la  seconde  par  dy 
et  la  troisieme  par  Jz.  On  trouve  ainsi 

Id^x  d^r  d^Z      \ 

Xdx  -hYdf  -h  Zdz=  m  l—dx-h-j^dy-i'  —  dzU 


ou 


(2)  Xda:-{-Ydf'i'Zdzz=\d.mP^. 

4 

Le  premier  membre  est  le  travail  de  la  force  F,  ou  la  somme 
a%ebrique  des  quantit^s  de  travail  des  forces  dont  F  serait 
la  r43ultante.  L'eqtiation  (2)  exprime  dbnc  le  theorime 
Suivant : 

Dans  le  mbut^ement  d^un  point  li^re,  la  somme  des 
quantites  elemeniaires  de  trauail,  relatwes  aux  differentes 
forces  qui  y  sgnt  appliquees ,  est  egale  h  la  moitie  de 
r accroistement  correspondant  de  la  force  i;iVe  du  mo- 
bile. 

C#tte  egalite  ayant  lieu  pour  tout  intervalle  infiniment 
petit,  a  lieu  pour  une  somme  quelconque  d'intervalles,  et 
par  cons^uent  pour  un  intervalle  fini  *,  ce  qui  donne  la 
proposition  suivante  : 

Im  somme  des  quantites  de  trat^ail  des  differentes  forces 
appliquees  a  un  point  materiel  libre,  pendant  un  temps 
fini  quelconque^  est  egale  a  la  moitie  de  I'accroissement 
de  la  force  vi^e  de  ce  point,  dans  cc  me  me  inten^alle, 

Lorsque  les  composantes  totales  X,  Y,  Z  seront  les  de- 
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rivees  partielles  d'une  m^me  fonclion  ^(x^jr^  z),  Texpres- 
«ion  ILdx-i-Ydjr  ~\^Zdz  sera  egale  k  ti.^{x,  jr^  z),  et 
1 'equation  (a)  pourra  ^tre  int^r^e.  En  designant  par  x^, 
yoy  Zf,  1^0  1^  valeurs  de  x,y,  z,  i^  relatives  au  comnience- 
ment  de  I'intervalle  arbitraire  que  Ton  considere,  Tequa- 
lion  (2),  integr^e  jusqu'a  une  limite  quelconque,  corres- 
pondantc  aux  coordonn^s  x,y,  z,  donnera 

(3)  '-mp^-^^mpl  =  f{xy  y,  z)  —  <p{.r.,/„  z,). 

a^  Supposons  main  tenant  le  point  assujetti  a  rester  sur 
une  courbe  ou'unc  surface  fixe,  qui  n'exerce  sur  lui  aucun 
frottement,  et  qui  ne  produit,  par  consequent,  qu'une 
force  normale  a  la  trajecloire.  Solent  encore  X,  Y,  Z  les 
composantes  totales  des  forces  exteri cures  qui  agissent  sur 
le  point. 

En  joignant  a  ces  demieres  forces  celle  que  produit  la 
courbe  ou  la  surface,  le  point  peut  6tre  considere  comfbe 
libre,  et  requatifn  (a)  s'appliquera,  eil  comprenant  la  force 
normale  parmi  toutes  celles  qui  entrent  dans  le  premier 
membre,  Mais  le  travail  elementaire  d'une  force  normale 
a  la  trajectoire  est  nul,  puisque  la  projefitton  de  Tare  infi- 
niment  petit  sur  la  normale  est  nuUe.  U  n^  restedonc  dans 
le  premier  membre  que  le  travail  des  forces  exterieures ;  et 
Ton  a  encore,  dans  cc  cas, 

(4)  \fix-hY€if^Zdzz=ld.nw\ 

et  si 

Xdx  -h  Y  fif  -{-  Zdz  =  fi  .tf{x,  fy  z), 

il  s'ensuivra 

(5)  ; /;,i,>  _  1  ,,/„J  =,j>(.r,  J,  3)  —  <p(.ro,  jTojZu). 

On  voit  done  que  la  relation  enlre  le  trav^ail  des  forces 


i 
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exterieures  et  la  force  vive  (Tun  point  materiel  est  la 
m^me,  soil  que  ce  point  soit  libre,  soit  quil  se  meut^e  snr 
une  courbe  ou  une  surface  fixe,  sans  f  rot  tement. 
Si  la  pesanteur  est  la  seule  force  exterieure,  on  a 

X==o,     Y=o,     Z=r— -  mg , 
et  Tequation  (5)  devient 
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CHAPITRE  IX. 

PRINCIPE  DE  LA  MOINDRE  ACTION, 


279.  Lorsqu'un  point  libre,  ou  assujetii  a  se  mouvoir 
sur  uiie  surface  fixe,  est  souniis  k  Faction  de  forces  tellcs 
que  Ton  ait 

Utijs  -h  Y dx  -h  Zdz  :=  (i .ff  (x,  jTy  z ), 
et,  par  suite, 

la  courbe  qu'il  d^crit  joiiit  de  la  propriete  remarquable, 
qu'en  prenant  pour  i^  cette  valeur  en  x^  y^  z^  Tinte- 
grale  Jvds^  prise  entre  deux  points  quelconques  A  et  B 
de  cette  courbe,  est  moindre  qu'elle  ne  le  serait  pour  toute 
autre  courbe  termin^e  aux  deux  poiniB  A,  B,  et  assu- 
jettie  a  rester  sur  la  surface  fixe,  quand  le  point  s'y  irpuve 
lui-m^me   assujetii.    11    s'agit    done   de    ddm^nXrer   que 

y*V^2cp(x, j^,  z)  H-  Cds  est  un  minimum  quand  x^  y^  z 
satisfont  aux  equations  de  la  trajectoire  \  et  pour  cela  il 
faut  prouver  que  la  variation  ijvds  est  nulle,  v  reprt^sen- 

tant  ^2y  (x,  y,  z)  -i-  C.  Remarquons  d'ailleurs  que  si  Ton 
0xait  la  courbe  quelconque  que  I'on  considere  entre  A 
et  B,  et  qu'on  assujetii t  le  point  ipateriel  a  y  rester,  en 
le  sonmettant  a  raction  des  memes  forces  exierieures, 
sa  vitesse  serait  toujours  donnee  par  la  m&me  formiile 

^2(j)(a:,  y,  z)  4-  C.  Or  le  calcul  des  variations donne 
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toutes  CCS  integrales  etant  prises  entre  les  deux  points  A 
et  B.  Or 

Sv  ,ds  =z  v$vdt  =  \  S(p^)de, 

et  r equation 

*''=  2y(j:,  ^,  z)-|-C 

donne 

• 

et  il  faut  remarquer  que  dans  X,  Y,  Z  les  valcurs  de 
X,  y^  z  se  rapporlent  aux  points  de  la  trajectoire,  et  que 
X  +  dx^  y  4-  iy^  z  4-  5-2  sont  cellea  des  points  correspon- 
dants  de  la  courbe  infiniment  voisine. 

Si  le  point  est  assujetti  a  rester  sur  une  surface  fixe,  on 
a  a  chaque  instant 

ll"^ X  d^  Y  d^z 

— ^=:X-1-N  cos>,   --— =Y4-Ncosfx,    —  =ZH-Ncosv; 

et  s'll  est  libre,  il  sufSra  de  supposer  N  =  o  dans  ces 
equations,  qui  peuvent  ainsi  ffepriisenter  les  ddix  cas.  On 
en  deduit 


d^x  .  d^Y  ^  d^M 

N(5jCCOSX  -h^J  COSfA  +  ^s  cosv). 

Or  la  derniere  partie  du  second  membre  est  nulle  si  Ic 
point  est  libre,  parce  qu'alors  N  =  o.  Elle  est  nulle  encore 
si,  le  point  etant  assujetti  a  rester  sur  une  surface  fixe,  la 
courbe  infiniment  voisine  est  aussi  assujettie  h  s*y  irouvcr, 
parce  que  la  drdite  qui  joiftt  deux  points  correspondants 
etant  perpendiculaire  a  la  normale  dont  les  angles  avec  les 
axes  sout  X,  /x,  v,  on  a 

Sx  cos  'k-h^y  cos  jx  -H  ^z  cosv  z=  o. 
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■ 

On  aura  done,  dans  ces  deux  cas, 

et,  par  suite, 

Mfjatenant  de  Tequalion 

on  deduit 

dsSds  =  ttrSdr  H-  djSdjr  -h  dzSdz; 

d'ou,  en  divisant  par  rf/,  et  iutervertissant  les  caracleris- 
tiques  d  et  ri, 

P^r/j  ==  -—  ddx  -f-  -r-  ^^r  -^-^dSz. 
di  dt        ^        dt 

Reunissani  les  deux  parties  de  la  variation  de  f^ds^  on 
obtient 


( dx  .  fl[v  -  ^2  •   \ 


ei  ceite  derni^re  expression  doit  ^tre  prise  aux  deux 
limites  de  I'int^grale.  Or,  elle  y  esUnuUe,  puisque  les  deux 
points  extremes  etant  fixes,  dx^  dy^  ^^  J  sont  nuls;  etil 
suffirait  m^me  que  le  deplacement  de  ces  deux  points  s'ef- 
fectuat  suivant  une  direction  perpendiculaire  a  la  trajec- 
toire,  pour  que  Ton  eut,  en  chacun  d'euX| 

dx  ^         ily  ^         dz  ^ 

— -  iJr -f-  -f-  ^ r -h -- ^z  =  o. 

dt  dt     -^         dt 

La  variation  ^Jvds  elant  nulle,  rintegrate  J vd$  sera,  en 


• 
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general,  minimum  ou  maximum.  La  question  ne  comporte 
pas  de  maximum  ^  mais  il  pourrait  se  faire  qu'il  n'y  eut  pas 
non  plus  minimum. 

Quand  le  mobile  est  assujetti  a  rester  sur  une  surface 
fixe  et  n'est  soUicite  par  aucune  force  exterieure,  sa  Vi- 
tesse est  constante,  ei  fi^ds  =zifs'^  done  Pare  parcouru>eM. 
un  minimum  entre  deux  quelconques  de  ses  points,  et,^par 
consequent,  le  temps  employe  a  le  parcourir  est  aussi  mi- 
nimum. 

280.  Application  au  mouuetnent  ^*un  point.  —  La  tra- 
jectoire  decrite  par  un  point  libre,  ou  assujetti  a  rester  sur 
une  surface,  satisfaisant  a  la  condition  de  minimum  pour 
I'inlegrale  yj^rf5,  lorsque  Ton  a 

on  pent,  en  expriniant  cette  condition,  parvenir  aux  equa- 
tions de  cette  ligne.  Considerons  d'abord  le  cas  d'on  point 
libre. 

En  mettant  pour  u  sa  valeur  liree  de  Pequation 

il  faudra  ecrire  ies  conditions  de  minimum  de  Tintegrale 

/  ^r/j?*+  dx^  -H  dz^  sjl  «p  ( Jf,  y,  zl  -+-  C. 

Les  regies  du  calcul  des  variations  conduisent  aux  equa- 
tions suivantes  : 


^l    da:\        Yds  /    dyX        Zds  I 


On  sait  que  ces  trois  equations  se  reduisent-n  deux,  et  ce 
sout  celles  de  la  trajectoire,  en  remplacant  v  par  sa%aleur 
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en  X,  y^  z.  Si  Ton  edfectue  les  difS^rentiatioiiS)  en  prenant 
5  poor  variable  independante,  on  obtient 

ds^         ds  \     ds  its  dzj 

^         ,  d^Y        dr  l^  dr.       ,,  dr 
r/j*        ds  \     ds  ds 

^         ^d^z       dz   l^dx       „dr       „dz\ 
dt*        ds    \     ds  ds  ds  I 

Si  Ton  muhiplie  la  premiere  par  —  ?  la  seconde  par  —  ? 

et  qu*on  les  retranche;  qu'cnsuite  on  multiplie  la  premiere 

par  —  et  la  troisiime  par  —  ?  el  qu'on  les  retranche,  on 

aura  les  deux  equations  suivantes,  qu'on  pourra  encore 
considerer  comme  celles  de  la  trajeetoire  : 


dx 

ST' 


ds  ds  \ds  I 

,  dz 

ds  ds  \ds  I      ds 

Si  Ton  vcut  prendre  j:  pour  variable  independante,  et  qu*on 

multiplie  les  deux  membres  de  ces  equations  par  — »  on 
aura 

dx  \ds )     dx* 

dz  ldx\*d^z 

dx  \^s  I    ^•^' 

Ces  equations  rentrent  dans  celles  que  nous  avions  d^ja 
obtenucs  en  |>artant  des  equations  du  mouvement  d'un 
point  sir  une  surface*,  il  suffira,  pour  les  en  deduire,  de 
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supposer  nulle  la  force  proven  ant  de  la  surface.  On  les  in- 
l^grera  apris  avoir  remplace  u^  par  2^  (or,  y^  z)  -{-  C,  et 
X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  donnees  en  fonclion  de  x,  jf,  z. 
Le  principe  de  la  raoindre  action  donnerait  de  m&me  les 
Equations  de  la  trajectoire  quand  le  point  est  assujetti  a  se 
mouvoir  sur  une  surface  fixe. 

281.  Si  Ton  considire  un  point  Hbre  sollicite  vers  un 
centre  fixe  par  une  force  dependante  seulement  de  la  dis- 
tance, la  courbe  est  plane,  et  Ton  peut  se  borner  a  deux 
coordonnees  x^  y^  de  plus,  JL  dx  -i- Y  dy  est  une  differen- 
tielle  exacte,  de  sorte  que  le  principe  de  la  moindre  action 
a  lieu,  et  on  peut  Tappliquer  a  la  determination  de  la  tra- 
jectoire. Mais,  dans  ce  cas,  il  sera  plus  simple  d'employer 
un  systeme  de  coordonnees  polaires  r,  d,  en  prenant  pour 
p61e  le  centre  d'action. 

Soit  (f  la  force  dirigee  vers  le  centre,  on  aura,  en  suppo- 
sant  la  constante  renfermee  dans  Tintegrale  indefinie, 

■ 

et  Fintegrale  qu^il  faudra  rendre  minimum  sera 

/  \/dr^-hr^dB'  )/^2fffdr. 

Le  calcul  des  variations  conduit  a  Teqnation 


,  r^d^  J —  2  I'ffdr 
d. — -  -^^     —  o, 

sjdr^-{-  r^dB' 


OU 


r^dO  \/ —  2  fodr 

•     *    _  — -  f 

c  designant  une  constante  arbilraire. 
On  tire  de  la 


-|» 


I.  30 


1 
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OU 


-iU-^Uv  J 


La  force  cp  etant  donn^e  en  fonction  de  r,  f^dr  sera  une 
fonetion  connue  de  r,  et  I'oa  aura  ainsi  F^uation  polaire 
de  la  trajectoire.  En  la  differentiant  par  rapport  a  r,  on 
retrouve  Fexpression  de  la  force  9,  oblenue  precedemment 

(n"242). 
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GHAPITRE  X. 

DBS  FORCES  QUI  PEDVENT  PRODDIRE  LE  MOUVEMENT 

RELATIF  DUN  POINT. 


282.  Le  probl^me  que  nous  nous  proposons  est  celui-ci : 

MLtant  donnees  les  forces  et  les  disperses  conditions  par 
lesqueiles  est  determine  le  moui^ement  absolu  d'un  point 
materiel^  etant  donne  en  outre  le  moui^ement  absolu  d*un 
sy Sterne  rigide  :  trouver  les  forces  et  les  disperses  condi^ 
tions  qui  determineraient  sur  ce  point  un  mous^ement 
absolu,  identigue  h  son  mouvement  relatif  au  systeme. 

Ainsi,  nous  ^oulons  faire  rentrer  la  consideration  du 
mouvenient  relatif  dans  la  consideration  plus  simple  du 
mouvement  absolu  ^  et  nous  cherchons  comment  il  faut 
modifier  les  donnees  du  mouvement  absolu  du  mobile  pour 
que  le  mouvement  absolu  qui  en  resultera  soit  identique  a 
eelui  que  ce  point  a  par  rapport  au  systeme. 

Soient  AX,  AY,  AZ  trois  axes  fixes  de  coordonnees,  et 
A'X',  AY',  A'Z'  trois  axes  lies  au  systeme,  et  auxquels 
lious  rapportons  les  positions  du  mobile  \  de  sorte  que  son 
mouvement  absolu  est  determine  par  les  valeurs  successives 
de  ^,  y,  z\  et  son  mouvement  relatif  au  systeme,  par  les 
valeurs  de  x^ ^y\  z\ 

L'etat  initial  donne,  lant  pour  le  point,  que  pour  le  sys- 
teme que  nous  r^uirons  aux  axes  memes  X',  Y',  Z',  fera 
connaitre  a  ce  meme  instant  I'etat  initial  relatif;  c'est-a-dire 

1  1  1       t      f     r    ^^'    dr'    dz' 

les  vaJeurs  de  x\  v  ,  z\  -—•>  -r->  ~t-- 

'  -^  '      ^   (it      (it      dt 
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Ainsi  deja  on  connall  Teiat  initial  du  point  dans  le  mou- 
Tement  absoln  qui  serait  identique  au  mouvement  relatif 
en  question.  II  ne  reste  done  plus  qu'a  determiner  la  force 
acc^leratrice  qui  doit  6tre  appliqu^e  a  chaque  instant  au 
point,  dans  ce  mouvement  absolu. 

Or  nous  savons  comment,  dans  tout  mouvement  absolu, 
la  force  acceleratrice  est  determinee,  en  grandeur  et  en  di- 
rection, par  la  deviation.  En  appliquant  cette  regie  a  la 
deviation  relative  du  point,  qui  n'est  autre  chose  que  la 
deviation  dans  le  mouvement  absolu  que  nous  cherchons, 
nous  connaitrons  la  force  qu^il  faudra  supposer  appliquee 
au  mobile  partant  d'un  ^tat  initial  identique  a  son  etat  ini- 
tial relatif,  pour  avoir  un  mouvement  absolu  identique  a 
son  mouvement  relatif.  Et  c'est  cette  force  que  nous  desi- 
gnerons  sous  le  nom  de  force  relative,  U  sufBra  done,  pour 
avoir  la  solution  de  la  question  qui  nous  occupe^  de  se 
rappeler  la  decomposition  que  nous  avons  faile  precedem- 
ment,  de  la  deviation  relative  (n®  61). 

Cette  decomposition  ^tant  faite  suivant  la  mfeme  loi  que 
celle  des  forces,  si  nous  repr^sentions  la  force  par  la  devia- 
tion, les  composantes  de  la  force  seraient  representees-  par 
celles  de  la  deviation.  Mais  ce  n'est  pas  par  la  deviation, 
m^me  que  nous  mesurons  la  force  acceleratrice,  c'est  par 
r acceleration  du  mouvement  par  lequel  elle  est  censee  de- 
crite,  c'est-a-dire  par  le  quotient  de  cette  deviation  par 

-  5  9  designant  Tinier valle  de  temps  correspondant  a  la  de- 

viation.  Done  on  aura  les  composantes  de  la  force  acceie- 

rairice  relative  en  divisant  par  —  les  composantes  de  U 

deviation  relative  :  et  Ton  obtieut  ainsi  la« proposition  sul- 
\ante; 

ha  Jorce  acceleratrice  relatwe  est  Icl  remltanle  de  trois 
autres  forces  accelcratrices : 


DYNAMIQtfE.  4^ 

Lapremihre  est  la  force  donnee  elle-m^me; 

La  deuxiemc  est  la  force  d^inertie  deueloppee  par  le 
point  du  sjstemey  qui  coincide  avec  le  mobile,  a  l^ instant 
que  Von  considered 

La  troisieme  a  pour  valeur  ac^i^rsind;  i^r  designant 
la  Vitesse  relative  du  mobile^  oi  la  vitesse  angulaire  du 
systeme  autour  de  son  axe  instantane  de  rotation,  et  J 
V angle  que  fait  la  direction  de  la  vitesse  relative  avec 
Vaxe  instantane.  La  direction  de  cette  troisieme  force  est 
perpendiculaire  au  plan  mene  par  cet  axe  et  la  vitesse 
relative^  et  dans  le  sens  contraire  au  niouvement  de  rota^ 
tion  :  en  d'autres  termes,  elle  est  T axe  de  la  rotation  qui 
amenerait  la  direction  de  la  vitesse  relative  vers  celle  de 
Vaxe  instantane y  par  le  plus  court  chemin. 

Cette  decomposition  de  la  force  relative  est  due  a  M.  Co- 
riolis,  qui  a  nomme  jforce  d^entratnement  la  seconde  com- 
posante  clian|^e  de  sens  5  et  force  centrifuge  composee  la 
troisieme  con^posante.  Le  mouvement  relatif  avait  ete  con- 
sid4r^  d'abord  par  Newton  dans  le  cas  des  planetes,  en  sup- 
posant  aux  axes  mobiles  un  simple  mouvement  de  transla- 
tidn.  Clairaut  avait  examine  plus  tard  le  mouvement  dans 
un  plan,  en  «upposant  aux  axes  mobiles  un  mouvement 
quelconque  dans  ce  plan;  mais  il  avait  fail  une  omission 
qui  a  ete  corrigee  recemment  par  M.  Bertrand.  M.  Coriolis 
est  le  premier  qui  ait  donne  Texpression  generale  des  forces 
fictives  dont  Tintroduction  ramene  le  mouvement  relatif  a 
un  mouvement  absolu. 

283.  Mais  il  faut  bien  remarquer  que  ces  forces  fictives 
u'etant  pas  donnees,  et  dependant  du  mouvement  relatif 
m^me,  par  les  quantites  v^  et  5,  rendent  le  probleme  extre- 
mement  complique.  Cette  decomposition  de  la  force  rela- 
tive, qui  ptut  etre  fort  utile  dans  di verses  questions,  n'est 
autre  chose  qu  une  interpretation  des  equations  differen- 
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tielles  que  I'on  etablirait  imm^iatement  pour  proc^der  a 
la  recherche  des  equations  du  mouvement  relatif  :  c'est 
m^me  ainsi  que  M.  Coriolis  est  parvenu  a  rexpression  des 
composantes  de  la  force  relative.  Et  dans  le  cas  ou,  par  la 
nature  des  donnees,  le  mouvement  absolu  du  point  pourrait 
^tre  compl^tement  d^termin^,  il  ne  faudrait  pas  employer 
fa  force  relative,  mais  determiner  le  mouvement  absolu^ 
on  serait  alors  ramene  a  une  combinaison  de  mouvements 
connus,  ce  qui  rentrerait  dans  les  questions  traitees  dans 
le  second  livre.  Dans  les  cas  les  plus  compliques,  le  sjsteme 
des  equations  a  traiter  se  compose  des  trois  equations  du 
mouvement  absolu  du  point,  et  d'une  ou  deux  equations  de 
condition  ou  peuvent  entrer  les  coordonnees  absolues  Xj 
y^  z,  les  coordonn^s  relatives  x'^j'^  z\  et  d'autres  quan- 
tites  d^pendantes  du  mouvement  du  systeme  :  on  a  en  outre 
les  equations  qui  lient  les  coordonnees  dans  les  deux  sys- 
temesy  et  dont  les  coefficients  sont  des  fopctions  donnees  du 
temps. 

Si  le  }K>int  est  libre,  ou  si  les  Equations  de  liaison  ne 
dependent  que  de  x,  y^  z,  le  mouvement  absolu  pent  &tre 
determine  separement ;  mais  il  n^en  est  plus  ainsi  lorsqtie 
ces  equations  dependent  du  mouvement  du  syttime,  comme 
cela  arrive  presque'toujours. 

284.  Cas  particulier  oh  le  systeme  na  quart  mouvement 
de  translation,  —  Lorsque  le  systfeme  des  axes  mobiles  est 
anime  d'un  simple  mouvement  de  translation,  en  vertu  du- 
quel  tous  les  points  ont  des  vitesses  egales  et  paralleles, 
variables  suivant  une  loi  quelconque,  et  decrivent  des 
courbes  identiques  quelconques  5  la  vitesse  angulaire  wde- 
vient  nuUe,  et  la  troisieme  composante  de  la  force  relative 
disparail.  L»  proposition  generale  se  reduit  alors  a  la  sui- 
vante :  • 

Lorsque  les  axes  mobiles  restent  constamment  paral- 
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leles  h  eux^m^meSy  la  force  acceleratrice  relative  est  la 
resultante  de  la  force  acceleratrice  donnee,  et  dune  force 
egale  et  de  sens  contraire  a  celle  qui  determinerait  le 
mouuement  d^un  quelconque  des  points  du  systeme, 

Ce  cas  particulier  est  celui  auquel  on  se  borne  ordinaire- 
ment  dans  les  Traites  el^mentaires  de  Mecanique ;  il  suffit 
au  calcul  du  mouvement  relatif  des  plan&tes.  Cette  der-* 
niere  proposition  pent  ^tre  immediatement  etablie  sans' 
recourir  a  la  proposition  generale  dont  nous  I'avons  de- 
duite*,  il  suffirait  de  suivre,  en  partant  des  donnees  de  ce 
cas  simple,  la  m6me  marche  que  pour  le  cas  general,  et  Ton 
arriverait  tout  de  suite  au  resultat :  nous  ne  nous  arr^terons 
pas  a  ce  detail. 

Si  le  mouvement  de  translation  du  systeme  etait  recti  - 
ligne  et  uniforme,  la  seconde  composante  disparaitrait 
aussi;  et  la  force  relative  ne  serait  autre  chose  que  la 
force  donnee  elle-m^me. 

» 

285.  Cas  oil  le  sjsteme  a  un  moui^ement  de  rotation 
uniforme.  Application  a  la  terre.  —  Dans  le  cas  que  nous 
considerons,  la  force  d'inertie  d'un  point  du  systeme  ri- 
gide,  ou  la  seconde  composante  de  la  force  relative,  est 
precisement  la  force  centrifuge  en  ce  point*)  la  troisi^me 
composaifte  est  toujours  amwi^,.  sin  5.  Voyons  ce  que  de- 
viennent  ces  expressions  dans  le  cas  ou  le  systeme  rigide 
est  la  terre. 

Le  mouvement  autour  du  soleil  etant  produit  par  une 
force  appliquee  a  toutes  les  molecules,  et  qui  pent  ^tre  re- 
gardee  comme  sensiblement  la  m^me  pour  des  masses 
egales,  quelle  que  soit  leur  position  dans  la  terre,  ne  change 
pas  d'une  maniere  appr^iable  les  mouvements  relatifs,  et 
nous  en  forons  abstraction.  Nous  considererons  done  la 
terre  comme  ayant  un  mouvement  uniforme  de  rotation 
autour  de  son  axe  immobile ;  la  rotation  entiere  sS^ectue 
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dans  UQ  jour  sideral,  c'est-4-dire  dans  un  temps  ex^rime 
par  le  nombre  861649  d^ou  resulte 

ce  qui  est  tine  tres-petite  quantity.  L'angle  $  est  celui  que 
fait  la  Vitesse  relative  avec  Taxe  de  la  terre,  ou  le  comple- 
ment de  celui  qu'elle  fait  avec  Pequateur^  de  sorte  que 
i^r  sin  $  est  la  projection  de  la  vitesse  relative  sur  Tequa- 
teur. 

En  supposant  la  vitesse  relative  peu  considerable,  la 
troisi^me  composante  est  tr&s-petite  par  rapport  aux  deux 
autres;  et,  si  on  la  neglige  dans  une  premiere  approxima- 
tion, on  arrive  a  la  proposition  suivante  : 

Le  mou^ement  apparent  d'un  point  h  la  surface  de  la 
terre  peut  dtre  calcule  en  supposant  la  terre  immobile^  et 
joignant  la  force  centrifuge  h  celles  qui  agisisent  effecti\^e"' 
ment  sur  ce  point. 

Si  I'attraction  de  la  terre  est  la  seule  force  agissant  sur 
le  point,  on  retombe  sur  le  resnltat  deja  obtenu  dans  le 
calcul  de  la  force  qui  soUicite  les  corps  a  I'etat  de  repos,  en 
tenant  compte  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre. 

La  composante  que  nous  avcffis  negligee  produit  des  per- 
turbations dont  nous  ne  parlerons  pas  ici.  C'esi;  elle  qui 
produit  le  ph^nomine,  observe  depuis  longtemps,  de  la  de- 
viation des  corps  vers  Test,  quand  on  les  abandonne  sans 
vitesse  a  Taction  de  la  pesanteur,  C'est  encore  elle  qui  pro- 
duit le  mouvement  du  plan  d'oscillation  du  pendule,  mou- 
vement que  Poisson  avait  pense  devoir  ^Ire  insensible,  a 
cause  de  la  petitesse  de  cette  force,  mais  dont  les  belles  ex- 
periences de  M.  Foucault  nous  ont  fait  connaitre  la  realite. 

286.  Remarque  generale.  —  Le  mouvement  relatif  coin- 
cidant  Mrec  un  mouvement  absolu  dans  lequel  Tetat  initial 
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serait  le  in^me  que  I'etat  relalif  initial,  el  dans  lequcl  la 
force  serait  la  resaltanle  de  la  force  doiinee  et  des  deux 
forces  fictives,  c'esl-a-dire  la  force  relative*,  il  s'ensuit  que 
toutes  les  propositions  demontrees  dans  le  mouvement  ab- 
solu  d  un  point  libre,  subsisteront  dans  le  mouvement  rela- 
tif,  en  y  consid^rant  le  point  comme  soumis  a  Tactiott  de  It . 
force  relative.  Nous  allons  en  donner  quelques  cKemples. 

287.  Principe  des  aires  dans  le  mouvemertt  relatif.  — 
La  remarque  que  nous  venons  de  faire  nous  donne  imme- 
diatement  les  consequences  suiv antes  : 

Lorsque  la  force  relative  d'un  mobile  passe  constam- 
ment  par  un  m^me  point  du  sjsthme  en  mouvementy  la 
trajectoire  relative  du  mobile  est  plane,  et  le  rayon  vec- 
teur,  mene  du  point  constant  au  mobile,  decrit  des  aires 
relatives  propottionnelles  anx  temps  correspondants , 

Et  reciproquement : 

Si  le  rtpfon  vecteur  merie  d^un  point  constant  du  sys- 
time  au  mobile^  decrit  des  aires,  dont  les  projections  sur 
trois  plans  rectangulaires  lies  au  systeme  croissent  pro- 
portionnellement  aux  temps ^  ou^  en  d*autres  tcrmeSy  si  la 
trajectoire  relative  d^un  mobile  est  plane,  et  que  les  aires 
decrites  par  son  rayon  vecteur  partant  d*un  point  con^ 
stant  de  ce  plan  eroissent  proporfionnellement  au  tenips, 
la  force  relative  qui  agit  sur  le  rriobile  pa^e  h  chaque 
instant  par  ce  point  constant.  * 

288.  Equation  des  forces  vives  dans  le  mouvement 
relatifd'un  point  libre.  —  En  considerant  le  mouvement 
absolu  qui  est  identique  au  mouvement  relatif  du  mobile, 
la  moiti^  de  I'accroissement  de  la  force  vive  dans  ce  mouve- 
ment^ pendant  un  temps  infiniment  petit,  sera  egale  au  tra- 
vail des  forces  pendant  ce  m^me  temps.  Done,  en  intro- 
duisant  les  denominations  du  mouvement  relatif,  le  travail 

I.  3i 
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el^mentaire  de  la  force  relative  est  egal  a  la  nun  tie  de  la 
force  yive  relative,  rorrespondante  au  m^me  temps.  Or  le 
travail  d'une  force  est  ^gal  a  la  somme  de  ceux  de  ses  com- 
posantes,  et  le  travail  relatif  de  la  troisi^me  composante  de 
la  force  relative  est  nul,  puisque  cette  force  est  perpendi- 
.oulaire  a  la  vitesse  relative,  et,  par  consequent,  a  la  tra- 
jectoire  relative.  On  peat  done  ^noncer  cette  proposition  : 
Dans  le  moui^ement  relatif  d'un  point  libre,  la  moitie 
de  I' accrois§cment  de  la  force  *viue,  dans  un  intervalle 
injiniment  petite  est  egale  au  trav^ail  correspondant  de  la 
force  reelle,  plus  au  travail  de  la  force  d'inertie  que  pro- 

duirait  le  point  s^il  etait  lie  au  systhme  h  V instant  que 
Von  considhre, 

280.  Du  mous^ement  relatif  d^un  point  qui  n^est  pas 
libve,  —  Considerons  maintenant  le  cas  ou  le  mobile  dont 
on  cherche  le  moUvement  relatif  ne  serait  pas  enti^rement 
libre.  U  pent  ^tce  li^  par  une  ou  par  deux  Equations,  et  ces 
equations  peuvent  renfermer  d'une  mani&re  quelconque  le 
temps,  ainsi  que  les  coordonnees  absolues  et  relatives  du 
point.  Comme  les  ^nations  de  transformation  des  coordon- 
nees permettent  d'exprimer  les  uues  au  moyen  des  autres, 
onr  pent  supposer  que  ces  equations  ne  renferment  que  le 
temps  et  les  coordonnees  relatives,  par  exemple.  Le  point 
se  trouve  ainsi  assujetti,  par  chaque  Equation,  a  rester  sur 
une  surface  i^riable  avec  le  temps,  et  donnee  a  chaque 
instant  de  forme  et  de  position  par  rapport  au  systeme  des 
axes  mobiles. 

Cette  surface  produit  a  chaque  instant  une  force  nor- 
male,  et,  si  on  la  joignait  aux  forces  qui  agissent  sur  le 
point,  on  pourrait  supprimer  la  surface^  et,  s^il  n'existait 
que  cette  seule  liaison,  le  point  pourrait  alors  etre  consi- 
dere  comme  entierement  libre,  et  Ton  rentrerait  dans  le 
premier  cas.  D'ou  resulte  cette  proposition  : 
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Lorsque  le  mobile  est  assujetti  h  rester  sur  une  surface 
donnee,  variable  de  forme  et  de  position,  la  force  re- 
lativ^e  se  determinera  comme  dans  le  cas  d^un  point  libre, 
poursfu  que  Von  joigne  a  la  force  donnee  une  force  inde- 
terminecy  normale  h  la  surface,  au  point  oil  se  trous^e  le 
mobile  et  a  V instant  que  I'' on  considere, 

Siy  au  lieu  d^une  settle  surface^  on  en  ai^ait  deux^  on 
agirait  de  rn^me  pour  la  seconde,  et  Von  aurait  une  5e- 
conde  force  indeterminee,  normale  a  la  seconde  surface. 
Ces  deux  forces  se  composeraient  en  une  seule,  indeter- 
minee  en  grandeur,  et  assujettie  h  se  trouver  dans  le 
plan  normal  h  la  courbe  d^ intersection  des  deux  surfaces. 

On  Yoit  que,  dans  le  cas  ou  le  point  est  li^  par  une  seule 
equation,  il  s'introduit  par  cela  m^me  une  nouvelle  quan^ 
tite  inconnue,  mais  ils'ajoute  en  m^me  temps  une  equa- 
tion connue  entre  les  coordonnees  et  le  temps.  Si  le  point 
«st  li^  par  deux  Equations,  il  s'introduit  en  m£me  temps 
deux  inconnues;  de  sorte  que  ie  nombre  des  inconnties  est 
toujours  ^gal  au  nombre  des  equations. 

D'apres  la  remarque  generate  que  nous  avons  faite  sur 
Textension  au  mouvemenl  relatif,  des  propositions  d^mon- 
trees  dans  le  mouvement  absolu,  il  est  presque  inutile  de 
dire  que  I'equation  des  forces  vives  relatives  aura  lieu  lors- 
que le  point  sera  assujetti  a  rester  sur  une  surface  ou  une 
courbe  de  forme  constante,  et  liee  invariablement  au  sys- 
teme  des  axes  mobiles.  Et,  en  effet,  la  force  qu'elle  produit 
etant  normale  a  la  trajectoire  relative  du  mobile,  donne  un 
travail  Clemen taire  egal  a  zero. 

Nous  avons  termine  Texposition  des  principes  generaux 
qui  se  rapporient  au  mouvement  d'un  point.  Nous  en  ferons 
quelques  applications  importantes  dans  le  livre  suivant. 
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